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L’EDITORE 


T 


A CHI LEGGERA'. 


Nel 1810 il professor Flauti pubblicò 
la prima volta i soli elementi di Trigono- 
metria Rettilinea , che furono alquanto più 
estesi allorché nel 181 3 dovè riprodurli , 
con r aggiunta della • Trigonometria Sferi- 
ca, per la ragione notata nell’ Avverti- 
mento premesso a questa edizione . Se- 
guentemente furono per ben tre volle pub- 
blicati nel modo stesso , a meno di qual- 
che leggiero cambiamento ^ ma nel 1819, 
allorché per la sesta volta uscirono In lu- 
ce, trovandosi dal Pergola pubbh'cata ne- 
gli Atti della Reale Accademia delle Scien- 
ze di Napoli una Memoria , nella quale i 
prindpii fondamentali per la costruzione del 
Canone Trigonometrico vedevansi elegante- 
mente dedotti dal teorema Tolemaico del- 
r uguaglianza de’ rettangoli de’ lati opposti 
di un quadrilatero inscritto nel cerchio , con 
quello delle sue diagonali , furono questi 
stessi adottati dal Flauti nel suo trattato e- 
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Icmentarc , che si vide anche aumentato 
di due libri , e di alcuni capitoli conte- 
nenti ricerche alla parte elementare della 
scienza trigonometrica non essenziali 9 di 
tal che la mancanza di essi non formava un 
difetto nelle precedente edizioni : e che di 
fatti potranno gl' institutori comodamente 
tralasciare nell'insegnamento ordinario (*) , 
riserbandoli a coloro che vorranno , a com- 
pimento della scienza trigonometrica, ver- 
sarsi nelle applicazicmi astratte di essa. £d 
ei vi premise eziandio un breve saggio sto- 
rico intorno la Trigonometria. 

Dopo una tale epoca questo trattato e- 
lementare ha continuato ad esser ristampa- 
to , per ben quattro altre volte, nel modo 
stesso, e senza nuovi cambiamenti; <li tal 
che si vede, che dalla prima edizione fino 
a quella che ora diamo in luce , non mai 
sia stato in esso operato cambiamento di 
metodo , o di ordinamento , come nè tampo- 
co se ne ravvisa in qualunque altra delle 
jwrti del Corso matematico del prof.Fhuiti. 

I libri elementari, in fatti , debbono avie- 
re per essenzial caratteristica di loroperfe- 

(•) Sono cmì i Lib. V. e VI„ ed i C»p. in. e iv. 
del Lib. II. j vii. cd vili, del IV. 
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zione questa inarca di stabilità ^ etl il no- 
stro autore che ue aveva si ben descritta 
la difficoltà di es^uirli , e segnati con tan- 
ta precisione i limiti ne’ quali si debbano 
restringere (*) y non poteva essere a meno 
che si fosse nell’ esecuzione allontanato da’ 
suoi stessi principi!. 

Questa volta j>erò , avendo potuto egli 
medesimo attendere alla ristampa di tal 
sua opera , ha con sorpresa osservato, che 
alcune delle precedenti edizioni erano state 
sì infelicemente eseguite , da chi se ne ave- 
va presa la cura , che ritrovavanvisi fino ad 
alcune enunciazioni di proposizioni mutila- 
te , o in altro modo enormemente sconcia- 
le , e talune formolo si vedevano a dirittu- 
ra trasformate in modo da esser diventate 
erronee j le quali cose si osserveranno nella 
presente edizione emendate : come pure vi 
si troverà fatta qualclie piccolissima aggiun- 
zione nel testo , e nelle note alta a rentier 
sempre più chiare le dottrine che si era- 
no già trattate. 

(*) Veggansi alcune sue Dissertazioni : Del metodo 
in Alatematiche ; della maniera di ordinare gli e/r* 
menti di quette sciente ; e deW insegnamento de* mrdc-^ 
sirtU ^ lette alla R. Accademia delle Scienze di Napoli , 
e pubblicate nel iSaa. 
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Chi f non contento di quello da noi accen- 
nato y amasse conoscere con ma^ior distin- 
zione il sistema tenuto in questo Trattato , 
e 1 contenuto in ciascun libro di esso , potrà 
leggere il seguente Discorso Preliminare 
dell’ autore , verso la fine , ove tali cose 
si trovano con giusta brevità descrìtte. 
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PRELIMINARE 


IX 


A L l k 

TRIGOIVOM STRIA 

RETTILINEA , E SFERICA. 

Sifiidem in omni $cieatianm genere , nasse 
tpuhus gradatim incremeniis adoleverint Ju- 
eundissimum est , et ad rerum ifoanun i<i> 
telligentiam plurimum conjert, 

Hordey — in jiriih. Newt. 

Prime hicercbe TniGONOMBTRtcHB presso t GiiEa. 


I primi germi delle iùnxìoiii circolari apparvero da 
che il divino Arcliimede ' intraprese a rettificare la dr- 
conferenu dei cerchio ; poiché da questa ricerca egli si 
vide passar , di mano in mano , dal raggio del cerchio 
alla determinazione delle cmde rappresentanti i lati di 
quella serie di poligoni regolari successivamente inscrit- 
ti in esso , crescenti sempre in ragion doppia rispetto al 
numero de’ lati , comiiKiando dall’ esagono ; ed ^li do- 
vè inoltre procedere ancora alla determinazione delle 
saette , ed apotemi , o coseni della metà degli archi 

' Circa iSo anni prima dell’ Era volgare. 
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X prelimietàre 

medesimi . Inoltre trovasi anche da lui determinata la 
tangente ddl’ arco di So”. 

Dopo Archimede , Ipjwrco rlstauratorc dcll’A- 
stronomia presso i Greci , si occujx) pure della deter- 
minazione delle corde degli ardii circolari, e trattò (jue- 
st’ argomento in dodid Libri , come riferisce Tconc , 
nel suo cemento all’ Almagesto di Tolomeo. E questo 
lavoro d’ Ipparco , per quanto lice congetturarne , do- 
veva essere un compiuto trattato di Trigonometria [xn- 
que’ tempi. 

Seguentemente Menelao , ne’ primi anni del se- 
condo secolo dell’Era volgare , compose sci libri intor- 
no allo stesso argomento. Ma nè meno quest’ opera di 
Menelao , iielLi quale par che dovessero contenersi non 
solamente i principii per la determinazione delle cor- 
de, ma anche le Tavole di queste, è a noi pervenuta 
Scrìsse pure questo geometra tre libri degli Sferici , 
che Maurolico fece il primo conoscere , traduccndoli 
dall’ arabo in latino , e pubblicandoli nel i558 insie- 
me agli sTcrid di Teodosio, ed al suoi proprìi ma essi 


* Circa i5o aoni prima dell* Era volgare. 

^ Mcjiclao io qoesla sua opera introdusse la voce na~ 
dir per dinotare la corda di un arco doppio j di tal che 
il nadir di un arco veniva ad essere il doppio del suo 
seno ; c quindi era facil cosa Ìl passare da quelle sue ta* 
vole dì corde degli ardii doppìi a quelle de* seni degli ar- 
dii semplici. 

^ Regiomontano prima del Maurolico gli aveva anche 
tradotli , ma quieta sua versione, insieme con ultre eh* ei 
fece de* libri di matematici greci , conservasi tuttora ma- 
noscritta nella biblioteca di Korimberga. 
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non sono giù , come eredi: 1’ Hutton ’ > un trattato di 
Trigonometria sferica , as'endo per oggetto la teorica 
de’ triangoli sferici , intorno a’ quali contengono molli 
teoremi curiosi , e poco conosciuti *. 

Poco do|X) di Menelao , o pure contemporanca- 
iiicutc , Tolomeo ’ occuptosi dell’ Astronomia e della 
Geografiia,dovè necessariamente entrare a trattar di pro- 
{losito ricerche trigonomeiridie , e la sua opera , di’ è 
la sola a noi pervenuta da’ geometri greci , intorno 
a questo argomento , può farci conoscere fin dove que- 
sta sdenza fosse giunta a quel tempo , ria che Tolo- 
meo non abbia fello altro che raccogliere le cose , di’e- 
gli espone , da’ geometri suoi predecessori , sia che le 
abbia in gran parte egli stesso inventate. 

In tali ricerche egli suppone diviso il raggio dd cei- 
diio in sessanta prti uguali , di una delle quali si vale 
JX.T unità nel determinare le corde di^li archi proceden- 
ti per differenze uguali. La Tavola degli archi, e delle 
corde , eh’ egli riporta nel Libro I. dd suo Almagesto, 
contiene tre colonne: nella prima di esse sono registra- 
ti gli ardii di 3o in 3o minuti ; ndla seconda le rispet- 
tive corde espresse in prti sessagesime del raggio , co’ 
loro minuti c secondi; e ndla terza finalmente le diffe- 

® Malhemalical Tables — InUoduction pag a. 

° 11 Mcrscmio nella sua Synopsis unifrrsar Grome- 
iriar, mixtacquf Alathcmalicac, Parisii» 1(544 » ripubblicò 
quest’ opera di Maurolico con qualelie addizione ; ma sen- 
za le dimostrazioni. 

J (juesso matematico antico non fu gi'a nativo di Pe- 
lusio , come si è da lutti creduto , ma di Tolemaide in 
Egitto ( yrgg. il Mumucla. Ilisl. des Malliemat. P. i. 
Zìi. k'. n. in. ) 


XII 


PRCLIMlRAaE 


renze deOe corde ooari^pODdenti ad un minuto degli ar> 
chi , 0 la trentesima parte della dilTerenxa tra le corde 
registrate nella seconda colonna. Egli espone anche in 
questo luogo il metodo da lui tenuto per la costruzione 
di questo canone dì corde , fondato principalmente sul 
celebre teorema da luì dimostrato pel quadrilatero in- 
scritto nd cerchio , doh che : Il rettangolo delle dia- 
gonali di esso pareggia la somma dd due rettangoli 
ciascuno contenuto da lati opposti il qual teorema 
ira poco vedremo campeggiare nella nostra costruzione 
del canone Tiigonometrioo . Ed è da credere , che non 
avrebbe quel geometra sicorameute mancato di com- 
piere sì utile compuUmento delle corde suddette da lui 
cominciato , se la Geometria fin da que* tempi fosse 
stata adorna di sìmboli algebrici in convenevol modo. 

Tmcoroiietbia riiEsso cu Ajubi 

11 canone Trigonometrico espresso per le corde de- 
gli archi , continub ad essere in uso fino a circa il nono 
secolo, alla quale epoca gli arabi cominciarono a sosti- 
tuirvi quello de’ seni , che a vero dire è più spedito 
dei precedente. Dobbiamo indtre ad essi alcuni im- 
portanti tememì , dd quali anche adesso d valghiamo 
con vantaggio ndla costruzione del Canone. 


■ La dimoftrauooe di quello teoremi può vedeni 
in fine del Libro VI. della noitra eipoiitioiie degli £!•- 
menti di Euclide. 
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Trigonometria presso gli Europei. 

Gli europei appresero la Trigonometria dagli ara- 
bi , ma è incerta l’ epoca in cui ciò avvenne , e chi fu 
il primo ad apprenderla da essi ; nè la storia delle Ma- 
tematiche ci presenta cosa , die possa esser }ier noi di 
qualche importanza intorno agli avauzamenti della Tri- 
gonometria lino al XV°. secolo , nel quale Giorgio di 
Purbach ’ amcchì la Trigonometrìa, e l’Astronomia di 
nuovi teoremi , tavolo , ed osservazioni. Egli iii il pri- 
mo , che [ler construire con più approssimazione la Ta- 
vola de’seni immaginò di estendere la divisione dd rag- 
gio, praticata , come si disse, la prima volta da Tolo- 
meo , fino a 600000 parti uguali ; e computò poi con tal 
divisione gli archi circolari da 10 in 10 minuti. E for- 
se la Trigonometria non pochi altri vantaggi avrebbe 
tratti dall’ ingegno , e da’ travagli di questo valentissi- 
mo astronomo , se la morte non lo avesse immatura- 
mente rapito alle Matematiche in età di 89 anni . Le 
sue tracce però furono ripigUate dal suo allievo Giovan- 
ni Muller . , conosciuto volgarmente col nome di 

Regioraontano , dalla dtlà di Konìgsberg (A/onr Re- 
gius ) in cui nacque. 

Da principio Regiomontano ritenne la stessa divi- 
sione de’ seni di miuuto in minuto ; ma in seguito co- 
nobbe eh’ era più vantaggioso dividere il raggio ded- 
malmente, e lo suppose perdòdi 1000000 parti . Al 

> Cos'i chiamato , perchè nativo <li Purbach, tra l'Au- 
abia e la Baviera , nacque nel i4z3. 

Nato nel i43i. 

" 1 (lue trigonometri inglesi Briggi e Gellibrand 


XIV PRELIMÌiriKE 

canone de’ seni e coseni , il solo che si fosse conosciuto 
ed usato fino a lui , aggiunse quello delle tangenti , 
che chiamò Foecimdus', ma non indico poi l’uso van- 
taggioso , che poteva ikrsciie nella Trigonometria . E- 
gli rinvenne inoltre molti nuovi principii jier la risolu- 
zione de’ triangoli , ]>cr mezzo de’ quali la Trigonome- 
tria Rettilinea arrivò fin d’ allora , per questa {larte , a 
quella stessa perfezione io cui presentemente si trova. 

Il quinto , ed ultimo Libro del suo trattato de 
Triangtdis planis et sphoericis “ , che ragguarda le 
due Trigonometrie, contiene varii problemi sjieciosi del- 
la risoluzione di quelle figure , alcuni de’ quali si trove- 
ranno recati nel Capitolo ultimo dei Libro li . della no- 
stra Trigonometria. Ed c da notare , che nel numero 
di essi ve n’ha di quelli, [x-r la risoluzione de’quali era 
Listano di quelle supposizioni indeterminate di quanti- 
tà , clic annunziano la conoscenza dell’ Algebra ; c che 
per un di essi, il 13 del hb. II, , giunto eh’ egli è all’ e- 
quazionc , si arresta dicendo : ^at secimdum cogriiUt 
artis praecepta. Il Moutucla neU’ avvertire ciò dice , 
die : M (xitrebbcsi da questa circostanza inferire , che 
» r Algebra fosse ^ta cbnosciuta in Euro]» prima di 

inutrarona U loro inlenzione io diTÌilerc anvlic gli archi 
in parli decimali, e coA costruirono le loro Tavole; e 
Vieta , ed altri fecero Io steuo ; dal che forse ne ureUbe 
leguita nn* divisione decimale dell’ intero quadrante , se 
la pubblicaiione delle tavole di Ulacq fatte colT antica di- 
visione sessagesimale , e diventate sabito di un nso comn- 
ne , non 1’ avesse arrestata . ( Fegg. anche su tal propo- 
sito qui appresso il 5. della nostra Trigon. ). 

" TJn tal trattato fu dall' autore scritto ci ras P anno 
1464 I * pubblicato in foglio a Norimberga nel i533. 
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» Luca di Bar^o (soggiungasi e di Lionardo Pisano), 
>j se per avventura non si volesse supiiorre , che le so- 
» luzioni disilFatti problemi, contruuti in quel Lib.V. 
w della suddetta opera del Regiomontann , fossero sta- 
» te aggiunte dallo Schoener, che ne fu I’ editore, qua- 
w si un secolo dopo la morte dell’ autore 

Ma il Montucla avendo seguentemente convenu- 
to , che il tras|x>rto dell’ Algebra in Jlalia, per opera di 
Lionardo Pisano , abbia avuto luogo non già , come 
prima equivocò , nel XV° , ma bensì molto prima nel 
X1I1° secolo cioè quasi due secoli prima che vivesse 
il Regioinoutano , ci libera dall’ entrare in qualunque 
esame a questo proposito. Sicché al Regiomontano non 
dovrà iàrsL il torto , come taluno ha opinato , di non 
riconoscerlo per autore di quelle soluzioni , ed a noi 
altri italiani non dovrà togliersi il vanto di aver fatta co- 
noscere iu Europa una tale scienza , che fummo i pri- 
mi a coltivare , e che abbiamo poi grandemente oontrì- 
buito ad accrescere e migliorare . 

La perfezione alla quale Regiomontano aveva por- 
tata la Trìgonomeftria , e il Canone tuturale fece si , 


Montuola-i?i'i(oire det Mathimatiquts. P. Iti. 
lib. II. n. I. > IV. 

'-t Aildizioni in 6ae del volume i. dell' open poc' anzi 
citata. 

Bisogna dire che il sagace HuUon non abbia av- 
vertila la correxione del Montucla , di sopra accennata , 
intorno al trasporto dell' Algebra in Italia, per aver egli, 
nelle sue Malhematical TaìÀes pubblicate nel lUoi, rite- 
nuta assolutamente T opiuione dallo storico delle Matema- 
tiche in prima riportata. ( yedi Introduction pag. 3 .). 


IVI FILELIMIITilllE 

che quasi contcmporanpameotc a lui ,<rnolti ad un lem» 
po cominciarono a trattar con successo le stesse ricer- 
che , aj^giuiigciido ad esse , e pcrfcziDuaiidole sempre 
più. lu fatti abbiamo, che a queU’itpoca Giovanni Ver- 
iicr '* compose anch’ egli cinque libri su i triangoli , 
c ’l famoso astronomo Cojx^rnico ’’ traili) pure la Tri- 
gonometria sì Piana, che Sferica, construendo il canone 
dc’seni colle diflereuze [>er ogui io minuti del quadran- 
te , e {ter un raggio diviso in looooo parti uguali '* ; 
ed Erusmo Rcinhold conslruì e pubblicò nel i553 le 
Tavole delle tangenti , che chiamò , come il Regio- 
montano , Canon foecundus. 

A quest’ epoca stessa fioriva nelle nostre regioni 
Francesco Maurolico, uomo insigne nelle Matematiche, 
delle quali non Lasciò parte die non coltivasse ’’ , c 
non potè essere a meno , ch’egli agitato dalla voglia di 
distinguersi tra’ suoi contemporanei , in mezzo a tan- 
te riccrclie trigonometriche che trattavansi allora , 
jnincipalmente in Germania , non vi volesse anche la 
sua parte. Frutto di queste sue &tiche fu fiutroduzione 
ddle seganti nel calcolo trigonometrico , e nella riso- 
luzione de’triangoli , e l’ istituzione della Tavola di esse, 
die chiamò Benefica ; e che da lui fu calcolata di gra- 
do in grado , e di minuto in minuto . In tal mudo 

Nato in Norimberga l’anno i468. ^ 

Circa r anno i5oo. 

'* Vedi la ma open : Revolutionet otiium toelt- 
ttìum fot. Norimb. i$43. Lib. I, ove un tal Inttato di 
Trigonometria trovasi inserito. 

■9 Nato in Messina nel i494> 

** Vegg. a tal proposito il Lib. II. Sphaer, Maur. 
pag. 6o. 


Digitized by Google 


ALIA TKIGOSOMETRtA iTll 

dunque il Canone naturale triffonom Pirico prese tutta 
quella perfeiioiie , che conserva anche ul |)reseiitc. 

Falsa e poi iiiteraiiieiite I’ 0 |iinione del Laiisber- 
gio , seguita dal Montuda , die il Canone delle segan- 
ti si appartenesse al Retico, le cui Tavole furono com- 
piute e puLLIicate dojxj la morte dell’ autore, dal suo 
allievo V’ulcnlino Ottone, nel i594, col titolo di Opui 
Palatinum de Iriiuigulis ”, cioè circa treni’ anni do- 
po che erano uscite in luce (juelle del Maurolico , sul- 
le quali questo stava speculando , a dir di lui mede- 
simo " , fin dal i55o ; e che sebbene jnibblicute 
nel i558, pure lo erano già stampate fiu dal i5Ò.). 
E la stessa perfezione maggiore delle tavole del Re- 
tico , io paragone di quelle del Maurolico , avendole 
il Retico costruite su])[)onendo il raggio diviso in 
looooooooooooooo parli, e di io in io secondi jx;l 
primo ed ultimo grado del quadrante , annunzia chia- 
ramente esser egli stato posteriore al Maurolico in 
tal ricerca , e die non potendo prevalergli nell' In- 

** Quwto titolo Je Tenne dolo dall' over contribui- 
to all' edizione di esse l' Imperatore , c diversi altri Prin- 
cipi di Germania ; ma esiendovi corsi molli errori , il Pi. 
tìsco nel i6to i' impegnò a riformarle, rifacendo da ca- 
po le calcolazioni, ed estendendole fìno a sedici cifre, 
mentre il Retico si era arrestato ad undici j e per queste 
lue nuove calcolazioni egli suppose divìso il raggio in 
veniisei cifre Finalmente, dopo un ostinatissimo travaglio 
di tre anni , ei pubblicò questa sua opera in Francòfone, 
col titolo di Thesaurus Afathematieus y sivc Ca- 
non sinuum etc. Al qual proposito si riscontri il Montis- 
ela nella sua Storia delle Mal. Pari. HI. Lib. lu. n, 3. 

*■ Sphacr, 1. a. p. 6i. 
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Tenrione , si sforzò sopravanzarlo in perfezione Do- 
po il già detto dei Regiomootano, e del Maurolico y 
si rileverà cluaramentc T errore del Brlggs , che at- 
tribuisce r Invenzione del Canone delle tangenti e se- 
ganti a Reinholds. 

Il dotto astronomo Sig. Delamhre , nella tua «S'fo- 
ria delC j4stronomia del Medio Evo , tratta per verità 
con troppa ingiustizia il Maurolico , EDenomandolo di quel- 
la non comune oonsiderazione, in che V hanno tempre lena* 
to i ouiemaiìci non solo contemporanei, ma anche poste- 
riori, e delle lodi che gli tono meritarneote da essi fatte. 
£d ecco come egli sì esprime :» Ce qui a fall vivre le nom 
)i de Maurolycus, c* est qu' il passe pour avoir le premier 
» iotroduit , dans les calcuU trigonométriques , l' tisage 
)» des sécantes , doni Toici les titre en entier » . £ qui 
egli rapporta questo titolo • Di poi dopo aver esitato a 
credere , che Mauiolico fosse stato rinlroduttore delle le- 
ganti nel calcolo trigonometrico, pasta a dir qualche co- 
sa delle opere di questo geometra contenute in quel tito- 
lo , senza farne molto caso • Ma se il Delambre , nella 
sua analisi critica di queste opere di Mawrolioo , aveste 
posto mente a considerare i tempi in cui furono fat- 
te , certamente non così v felici per le Matematiche come 
i nostri : ma che però oi hanno prodotta tutta quella 
luce , che ora ci abbaglia ^ e se per poco avesse avuta 
la bontà di gettar lo sguardo lugb altri lavori g>*omeiri- 
ci del Maurolico , e principalmente per ciò che riguarda 
I Conici di Apollonio, in cui fece anche tali cambiamen- 
ti , che meritarono di estere adottati da varj distinti geo- 
roetii, e specialmente dal de la ilire, francese : «e in somma 
egli avesse voluto deferire per poco al K'nlimenlo del 
Viviani , geometra sommo, il quale, non ostante che 
Maurolico non avesse colpito nel t^no , nella divinazio- 
ne die fece del quinto libro di Apollonio, pure stimò 
le gc'imctriche speculazioni fatte dal geometra messinese 
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Il VieU ** rislanratore e promotore di ogni ra- 
mo di scienze Matematiche a’ suoi tempi , si occupò 
anch’ egli della Trigonometria , c stabilì nuovi teore* 
mi importantissimi per la costruzione del Canone j che 
perfezionò grandemente . Egli cosimi pure sc|ih- 
ratamente le Tavole trigonometriche pe’^eni , e quel- 
le per le tangenti e seganti , di minuto in minuto, col- 
le differenze, })er un raggio looooo : e per le tangenti 
e seganti vei'so la fine del quadrante, ne estese l'appros- 
simazioDC ad otto e nove cifre *‘. É singolare anche, e 

degoe di lode per modo y ebe ne tenne conto nclU Pre» 
fazione eh* egli acrisie per P altra ìmznortal divinazione^ 
che diede del libro s(es»o del geometra di Perga • Se 
tutto ciò aveaie considerato il Delambre , non dubitia- 
mo affatto , che sarebbe stalo unifonne nella maniera 
di pensare al suo dottissimo compatriota Moniucla , il 
quale io pih luoghi della sua Storia delle Matematiche , 
che noi preghiamo di rÌKOotrare , parla con assai rispet- 
to del messinese Maurolico , chiamandolo geometra ori- 
gwifl/r— uno de* pik forti geometri del tuo tem^o— >^ieno di 
spirito geometrico , ec. ( Vegg. la istoria delle JUatem» 
VoJ. I. alle pag. 563 , 773 e 696. ) 

** Nato nel i54o ii^ ^'onteoai, nel Basso Poitou, pro- 
YÌ9CÌa della Francia. 

Vfg g*"f i le sue opere pubblicate da Francesco 
Schooteo nel 1646 , e specialmente il trattato de Secti<^ 
niius jéngularibut» 

** Queste Tarole furono dall* autore pubblicate in 
Parigi nel 15791 col titolo dì; Canon Mathematicus y 
seu ad trianguiu y rum appendidbus. Ad esse fu aggiun- 
ta y dall* autore medesimo , una seconda parte con V epU 
^afe : Vniversalium intpectionum ad Canonem Afathema» 
tiewin lihcr aùigulariJ ^ in cui contieosi la costruzione 
delle ttYole esposte oeUa prima parte , un compendio di 
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degna dì essere avrertita la dis] osizionc, ch’egli il primo 
diede a queste Tavole , facendo crescere discendendo 
quelle «tuate a sinistra fino a , c ritornando poi 
indietro a destra ascendendo fino a 90“ ; sicché in tal 
modo ciascun arco , c ’l suo coD)plementO|trovavan$i 
nella stessa linea , c così le loro hiicc ti'igODOuictriclie 
ris]M;(tlve . E tal disposizione comodissima è tuttora ri- 
tenuta nelle Tavole trigonometriche. 11 Vieta serbò an- 
che ]xd Canone delle tangenti la denominazione di Foe- 
cimdiis datoli dal Regiomontano , e chiamò Focetm- 
dissimus I’ altro delle seganti. 

Serva ciò che si è detto del Vieta di limitea quan- 
to si era fatto jtcr compiere il Gmone naturale , c la 
Trigonometria ; mentre lutto ciò che [irodussero su 
questo argomento in seguito il Relico , 1’ Ottone , il 
Pitisco , il Lausbergio , ed altri , non furono che sem- 
plici miglioramenti, c riproduzioni delle cose p>receden- 
temenlc fatte ; c ciò per giugnere celeremcntc ad nna 

Trigonometria Piana, e Sferica, con applicationi di eue , 
e molle altre ricerclie intorno la quadratura del cerebio, 
la duplicaiione del cubo , ec. Un tal libro, tebbene ele- 
ganteroenle imprc^ao , ebbe però la dùgratia dì uscire in 
luce pieno di errori tipografici , lo ebe al Vieta essendo 
dispiaciuto , ne ritirò tutte le copie che potè riavere , 
sperando di poterne fare una nuova ediiione corretta , 
come egli stesso promise , ailorcliè parlamlo della pre- 
aeote sua opera, sì espresse così: Sed qui anno iS-g 
Jiiit editut infcliciltr Canon mrus AJathemalicu^, il cura 
lecunda rccogm'lus majorem fortatiii apod coi ( canoiss- 
atas ) ohlinehit auclorilalrm ( Opera Malli, pag. 3a3. ). 
Ma tal seconda edizione non avendo però avuto mai luo- 
go , quell' opera è divenuta di una raritè estrema 
il Hontucla voi. l. pag, 610, ) 


Digitized by Google 


ALLA TMGOMOMETRIA SXI 

delle epoche più interessauti per la Ti igooometria, nella 
quale quesU scicoxa prese un aspetto tutto nuovo , che 
ancora conserva, e conserverà sempre. 

In tanta copia di ricerche trigonometriche fatte 
in Gainania , in Italia, ed in Francia , l’ Inghilto'ra 
sola non sembrava di esservisi interessata grandemen- 
te. Questa nazione però , presso la quale le Matemati- 
che sono state sempre coltivate con impegno , e buon 
successo , s riserbava ad una scoperta importante e 
grandissima , cioè all’ invenzione de’Lc^aritmi, ed alla 
costruzione del Canone artificiale. 

Giovanni Nepero barone scozzese ’i , uomo do- 
tato di un intelletto penetrante, spaventato dalle immen- 
se. moltiplicazioni, e divisioni che facevano di biso- 
gno, volendo far uso delle Tavole trigonometriche lino 
allora costruite , si diede ad escogitare qualche mezzo 
onde facilitare queste operazioni ne’ grandi numeri; ed 
egli ritrovò a tal proposito un metodo , che espose in 
nn’ opera da lui pubblicata nel i6i 7, col titolo ^ Jìab- 
dologia , seu numeratio per virguìas *' . Egli 
però non fu interamente pago di questa sua invenzio- 
ne , e perciò si diede ad esagitar nuovi mezzi , e 
più efficaci per riuscir nell’ intento ; e pervenne cosi alla 

■7 Nato circa la metà del secolo XVI. 

*' Il metodo della prostofereti , che non molto pri- 
ma avevano i trigonometri escogitato , per evitare in cer- 
to modo le moltiplicazioni di quantità trigonometriche , 
applicabile anche'alla moltiplicazione di grandi nnmeri , 
qoantanqne ingegnoso , era nondimeno assai imbarazzan- 
te , nè era poi attivo, nè universale. Chiunque vorrà di 
esso una distinta idea potrà riscontrare la Nota B, al 
Lib. III. della Storia deUe Matematiche del Montucia. 
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njarari'gliosa invenzione de' kiparitmi , che pnbblich 
colle -Sta mpe nella sua ; Logarithmorum Canonis de- 
scriptio , seu ytrilhmHkarum supputationum mi- 
rabilis abbreviatio ec.Edimb.i6i4- E siccome Usuo 

prÌDcipalc interesse in questa invenzione era stato la fa* 
cilitazionc de’ calcoli trigonometrici ; cosi egli non ap- 
plicò i logaritmi che a’ seni , costruendo ellèttivamente 
le Tavole logaritmiche di tutt’i soni degli archi dì un 
quadrante, di minuto in minuto.Egli non espose in que- 
sta prima o|iera il suo metodo per la costruzione delle 
Tavole logaritmiche, ma promise di darlo; cd avrebbe 
certaraetito tenuto parola, se la morte non avesse rapito 
quest’ nomo infinitamente utile aUe Matematiche nel 
3 Aprile 1618 , in età dì 6-j anni. Il suo figlio pe- 
rò , Roberto Ne|icro , non mancò di ])ubblicarc nel- 
I' anno stesso 1 ' opera alla quale stava il padre trava- 
gliatido , col titolo di Mirifici logarithmorum Cano- 
nis conslruciio , ec. 

Non è questo il luogo di discorrere a lungo su i 
logaritmi di Nepero ; ma non sarà j)oi inutile di far av- 
vertire , che la Tavola eh’ egli diede de’ logaritmi de’ 
seni diflcriva dalle nostre ordinarie Tavole in ciò , che 
il logaritmo del raggb è in quella eOetbvamente zero , 
donde avviene, che i logaritmi Ne|)criani de’ seni van- 
no crescendo al minorarsi di questi. Nè {«i sìlFatti lo- 
garitmi sono costruiti jx-r la base 1 0 , come per le or- 
dinarie Tavole , sistema eh’ egli stesso seguenlenienle 
ìimnaginò , c die , come dcducesi dall’ cqiigrafe della 
summentovata opera , U figlio annunziò al pubblico 
dopo la morte del padre . Ma sia per questo luogo 
abbastanza detto dell’ invenzione dì Ne]icro intorno a' 
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logoritnii . Egli però , se tanto giovò alla Trigono- 
metria |)cr la computazione , non tralasciò dall’ altra 
parte di occuparsi de’ principi per la risoluzione de' tri- 
angoli , piincipolmente per la Trigonometria Sferica , 
}>er la (jnale ridusse tutta la risoluzione de triangoli ret- 
tangoli a due regole fondamentali , o piuttosto ad una 
sola divisa in due |>arti facilissime ad apprendersi, ed a 
ritenersi . £d il Montucla con ragione si duole della 
poca avverteuza , che da’ Trigonometri del continente 
si era posta in &rle ben ravvisare . Oltre a ciò , egli 
diede anclie alcune regole utilissime per la pratica ri- 
soluzione de’ triangoli sierici obLliquangoli, le quali og- 
gigiorno , mercè i molliplici usi della Trigonometria 
Sferica , non si veggono piò trascurale ne’ Corsi ele- 
mentari di questa scienza. Finalmente stabili e dimo- 
strò pe’ triangoli sferici eUvend teoremi , die costituisco- 
no una notabile armonia tra le due Trigonometrie . 

Dopo il Nepero, com’ era naturale, i Trigonome- 
tri si volsero immantinente alla costruzione delle Ta- 
vole de’ logaritmi de’unmeri rappreseubinti le linee tri- 
gonometriche , alle quali si diede il nome di Canone 
artificiale : ma non è del nostro sco[)o 1’ occuparci di 
queste cose; «icdiè passeremo scilo silenzio le fatiche il- 
lustri di tanti sommi uomini intorno a questo soggetto. 

La Trigonometria parve dopo tutti questi trava- 
gli di sommi uom'mi già giunta al suo grado massimo 
di perfezione, e di felli nulla mancava, nè per le regole 
alte a risolvere diversi casi de’ triangoli si rettilinei die 
sferid , nè per la comoda computaziooc di tali rego- 
le in pratica. La Trigonometria Sferica pero non pre- 
sentava lo stesso grado di perfezione che la Rettilinea , 
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nè nelT applicazione deile regole, nè nel cakolo de’ tri* 
angoli ; e 1’ uso della peqiciidicolare in risolvere i tri- 
angoli sfèrici obbKquangoli produceva in alcun itasi ta- 
le imbarazzo , da indurre in equivoco anche abili tri- 
gonometri , ed assai pratici in questo genere di com- 
puti ** . Inoltre le r^ole Neperiane , principalmente 
pe’ triangoli obbliquangoli , trovavansi sbandite da tutte 
le instituzioni di Trigonometria Sferica; e molto male a 
proposito. Finalmente non vi era stato alcuno, il quale 
avesse latta ravvisare la corrispoadenza tra un triangolo 
sièrico , ed un angolo solido compreso da tre angoli 
pani, e che avesse dedotti dalla natura di questo i prìn- 
cipj per la risoluzione di quello. Mancava inoltre alla 
Trigonometria Sferica una forma analitica tale, che si 
comprendessero in una fonnola generale tutt’ i casi di- 
versi della risoluzione de’ triangoli sferici si rettangoli 
che obbliquangoli ; e dobbiamo all' Eulero tutti questi 
vantaggi proccurati alla Trigonometria Sferica , cli'e- 
gli espose in una Memoria inserita nel Voi. III. p. i. 
degli Atti nuovi di Pietroburgo , per F anno 1 779 > 
coll’ epigrafe : TVigonometria Sphaerica universa , 
ex primis princtpus breviier , et dilucide derivata. 

Dopo 1* Eulero non ha potuto essere a meno , 
che tutti coloro i quali hanno trattato lo stesso argor 
mento non sicnsi valuti degli artiiizj da lui usati ; e 
bisogna anche convenire che , grazie alle fatiche di 
questo sommo analista , la Trigonometria Sferica è 
stata dopo lui , da tutti quelli che 1’ hanno esposta se- 
guendo il suo metodo , assai ben trattata. Ma lungo 


•* Vegg. il Gagnoli ( Trigon. pog. 3»7 tdit. » ), 
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sarebbe il trattenersi anche per poco intorno ai diversi 
Elementi di Trigonometria composti dai moderni. 

Non dcesi però tralasciare di &r qui parola di un 
ecceltente e compiuto trattato sulla Trigonometria , 
dell’ egregio matematico Antonio Gagnoli . Egli La 
compreso in questo libro , pubblicato da lui due volte 
in italiano, e ciascuna volta tradotto nell' idioma fran- 
cese , con moltissimo ordine e chiarezza , tutto quan- 
to mai poteva conoscersi intorno alla Trigouonietria , 
corredando le teoriche da lui esposte con opportuni e- 
sempj di problemi che elegantemente risolve . Tutte 
le formale delle due Trigonometrie vi sono trattate ; 
e per maggior comodo di coloro che debbono valer- 
sene, trovansi anche ridotte in tavole da potersi con- 
sultare all’ uopo . A tutte queste cose ^li ha aggiunte 
le aiudogìe difierenziali de’ triangtdi sì rettilinei che 
sferici , trattando quest’ argomento in maniera ailàtto 
nuova. 

Or fino a questo punto , con tanti progressi fel- 
li dalle due Trigonometrie , nessuno aveva ancora 
ravvisato , che i moderni teoremi delle frinzioni ór- 
colati , come anche il problema della moltisezione 
angolare, e 1’ altro analogo dell’ inscrizione dì un poli» 
gouo regolare nel cerchio , e la serie del seno e coseno 
deir arco , potevano dedursi come immediate conse- 
gueuze da un teorema , che pe’ prindpj della costru- 
zione del canone aveva stabilito il primo trìgonoinelra 
Tolomeo . E ciò essendo venuto in mente al nostro 
valentissimo matematico Fergtda , egli distese su que- 
sto |»t>posito due Memorie , che trovansi inserite nel 
Voi. 1. degli Atti della nostra Accademia delle Scien- 
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ze ; ed io cstracudo dn lati Memorie quella parte clic 
allo mie ricerclic elementari si conveniva, me ne sono 
valuto in questo trattato , nel quale sarà vantaggioso 
vedere uniforuiemeute dimostrati , coll’ ajuto di quel 
teorema Tolemaico , i diversi teoremi del Vieta sulle 
corde degli arclii circolari, e le formole del seno, c co- 
seno della somma , c diOerenza di due archi , come 
pure quelle altre che da esse dijicndono. 

Ma ecco di questa mia opera il Prospetto. Essa è 
divisa in sei Libri , e ne’ primi quattro , die sono gli 
essenziali jx'r l' insegnamento , Iki esposto , nel 1° la 
costruzione dal Canone , o che si voglia questa ottenere 
per le vie die somministra il calcolo aritmetico applicato 
a’ princìpi di (Geometria , come il facevano gli uiitidii ; 
o pure ado|x-randovi elementari ibruiole algebriche . 
Ho tralasciato le formole trigoDometrichc trascenden- 
ti , nè lio additata la maniera speditissima di {Kiter ot- 
tenere tal costruzione di Canone jier queste vie ; per- 
chè qui non si tialta di vedere come si [tossa costruire 
il Canone suddetto , ma solamente come il costruiro- 
no , tiovaiidosi le Tavole de' seni già belle e formate. 
D’ altronde siccome 1' uso grandUsinio di queste for- 
molo trascendenti La luogo nell’Analisi degl’ Infiniti , 
esse debbono entrare a far parte di questa ^ e servire 
ad essa d’ Introduzione ; che perciò verranno esposte 
nel luogo die sarà loro convenevole. 

Nel 11“ Libro trattasi dilla Ti’igononietria Ret- 
tilinea , GS|X)Dcndo i principi per la risoluzione de’ tri- 
angoli , non solamente negli ordinari casi , cioè in 
quelli risultanti dalla combinazione delle sei [larti di 
-essi, Ire a tre, fuorché tre angoli ; ma anche in alcuni 
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altri casi , ne’ quali o queste [wrti sono diversamente 
eombinatc , o pure sono implicitamente contenute in 
alcune altre forme di dati , dalle quali bisogna derivar- 
nelc perla delerminazionc del quesito. Ed m ciò fare 
mi sono uniforniato a quello che aveva pralicalo il Re- 
giomontnno , che , come già si disse , aveva trattate 
qiiistioni di questa natura nel Lib. V°. della sua opera 
de triangulis , ed a molti Trigonoinetri moderni che 
lo avevano imitato. Ilo cercato pure clic le risoluzioni 
di tali problemi fossero eleganti al più possibile. 

Il III“ Libro espone la natura c le proprietà de' 
triangoli sferici , dottrina indi|>ej)sabile a premettersi 
agli Elementi di Trigonometria Sferica , molto più 
ebe essa in alcun altro luogo nel nostro Coiso non 
vien trattata . Ed a questo proposito lio cercato di 
correggerc le ordinarie dimostrazioni, che trovaosi 
presso taluni autori , sull’ eguaglianza de’ lati e degli 
angoli risj iettivi de’ triangoli sferici in alcuni casi, le 
quali mi sono sembrate vacillanti. 

IVel IV® Libro espongonsi i principi per la riso- 
luzione de’ triangoli sforici , secondo I’ Eulero : ed i 
uedesiiiii, do|io essere stati ritrovati c dimostrati in for- 
ma algebrica , si veggono poi ridotti in logaritmiche 
espessioni comodissime per 1’ efl'cttiva calcolazione de’ 
triangoli sferici obblìquangoli ; il che dà luogo alle re- 
gole del Nepro , di cui si è già di sopra accennata 
qualche cos<i. E ncH’ esporre le regole per la risoluzio- 
ne de’triangoli sferici , si e avuto riguardo a dar sem- 
pre quella tra le varie forroolc che poteano adoprarsi 
pr un dato caso, clic fosse la più comoda e conducente, 
c |>cr facilità , c per esattezza ; come anche si era pra- 
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ticalo ]>e' triangoli reltiliiiei . Ed a questo |ox)|M]sila 
arvertirò di passaggio , che non bene fanno coloro , i 
quali ^ prìocipuliuente in libri elementari , abbondano 
in forraole ed in regole di risolvimento de’ triangoli per 
uno stesso caso : ciò non solamente produce confuMO* 
ne nell’ animo de’ giovani , e per mancanza di quel 
giusto discernimento clic si conviene nel làr uso di 
esse , gliele fa alla rinfusa adoperare, e senza meto- 
do ; ma talvolta anche gli annoja , e ne devia l’ at- 
tenzione. D’ altronde è sì iacil cosa il presentar le for- 
mole trigonometriche sotto diverso aspetto , che po- 
trebbe questo loro cambiamento di vesti moltiplicarsi 
a piacere; ed allora di questa scienza limitata a pochi 
principi , se ne formerebbe una scienza estesa oltre- 
modo ed implicata . I professori perù, per esercizio di 
scuola , laranno bene ad occupare i loro allievi in que- 
ste trasformazioni fàcilissime di formole trigonometri- 
che ; poiché in tal modo , oltre ad avvezzarli a veder- 
le sotto diversi aspetti, ond’ è che non si confonderan- 
no trovandole diverse in altri autori in cui potranno 
incontrarle , servirà ciò anche loro di esercizio alge- 
brico , e come una manuduzìone a quelle moltiplici 
trasformazioni , che saranno poi obbligati a fare nel- 
le formole algebriche , studiando il Calcolo sublime , 
e la Meccanica. Le ricerche su i casi dubbj nella riso- 
luzione de’ triangoli sforici , è necessaria cosa che non 
si tralasciassero nel trattar gli EHementi di Trigonome- 
tria nell’ esporle però ho cercato di farlo colla mag- 

La facilità di uù* institazioae elementare di Mate- 
matiche, non dee farsi conùstere nel aopprimervi qualche 
co» imporUnle , che di wa natura sia un poco asicat- 
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por dùarcxu e brevità che mi è stato possibile , e 
senza entrare in tanti inutili particolari. 

Forinan compimento al presente Libro i due Ca- 
pitoli, UDO intorno alla perpendicolare ne' triangoli sfe- 
rici , e r altro per la esibizione della misura di esso. 

Nel c VI“ Libro , che sono destinati ad 
abundantiorem scienUam , e che |>ossouo aversi co- 
me un’ utile instruzionc ed esercizio , per coloro che 
studiano 1’ Applicazione dell’ Analisi algebrica alla 
Geometria , ho trattato dell’ uso vantaggioso delle 
formolc trigonometriche nel risolvimento di quei pro- 
blemi ove il quesito si vuole in valore , e nc’ quali 
fra’ dati sono alcune quantità angolari ; e del vantag- 
gio che j)uò talvolta ottenersi dalle forinole trigonome- 
triche , acciocchh si pervenga facilmente ad una pura 
equazione algebrica, c quindi cajiacc di una geometri- 
ca composizione. Ed era sommamente necessario, che 
io qui trattassi e l’ uno 1’ altro di questi argomenti, ora 
principalmente , che in tutti i libri di Geometria ana- 
litica si fa sfoggio grandissimo di formole trigonome- 
triche, [>el rivenimento dell' equazione ad un problema 
geometrico , che aiiuliticanientc si risolva , senza fare 
alcuna distinzione tra quesito in valore , e quesito geo- 
melricamcnto costruibile . Ed a questo proposito av- 
vertirò di passaggio , jx.1 secondo de’ sopraddetti argo- 
menti, che allorquando parlo dcH’iiso delle forinole tri- 
gonometriche pel rinvenimento di un’ equazione alge- 
brica, o riducibile a tale per mezzo di qualche trasfer- 
ta ; ma i\ bene in esporre tali cose eoo buon melodo , 
e con luna la cUiarezza possibile , doti essenzialissime ad 
ogni libro elementare in rjncslo genere. 
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inazione, in cui ai passi da fonnole trigonometriche a 
rapporto tra lince rette, intendo già che questa trasfor- 
mazione sin di per se chiara, e iàcile ad ottenersi ; ])OÌ- 
cliè altrimenti niun vantaggio. a\<remtno per la soluzio- 
ne del prohlemu che trattasi, essendosi obbligato a tan- 
te diverse costruzioni jHirticolari complicate, dalle quali 
]ioì inelegantissiiiia c priva di uso risulterebbe la com- 
|iosizione geometrica del problema. Siccome i problemi 
die reco per lo stabiUmeuto dd metodo , onde far uso 
delle forinole trigonoinetricbe nel risolverli, uon Iranno 
altro oggetto ebe questo , cosi ho tralasciato il trattar 
r equazione ad essi , allorcbè vi son pervenuto ; pre- 
venzione che bo creduto necessario di dover fare , per 
non incorrere nella taeda dovuta a coloro, cUe costuma- 
no al {ireseiite di creder risoluto un problema, allorché 

10 hanno messo iu equazione , talvolta d' incostruibil 
forma ; o pure di aver tracciate le vie jier pervenirvi. 

Oso S]xirare do{>o tutto ciò , di aver abbastauza 
dimostrato col &tto , che il mio sistema nello scrivere 
Elementi ( giacché per disgrazia mi trovo aver messo 

11 piede in quest’ ardua, ed ingloriosa carriera a’ giorni 
nostri, che tulli si credono in grado di iki-ne) sia qud- 
lo di non jmrrc alcuna cosa fuori luogo , e d’ intcsscre 
le fila in modo , che dalle diverse parti di questo Corso 
di élatcmaticlie ue risulti un tale insieme , da metter 
chi lo apprende a hvcllo dello stato presente della scien- 
za , ed in caso da non incontrare ostacoli nell’ intelli- 
genza di quei Trattati più compiuti, che sono il rìsulta- 
mento de’ maggiori progressi, die lo spirito umano ab- 
bia fatto in un dato genere di ricerche matematidic. 

Tra i problemi che bo recato nell' ultimo Libro 
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si troverà quello della trisezione angolare , che per la 
sua ini|)ortaDza « e pel nesso strettissimo che ha colla 
TrigoiMjnielria meritava di avervi luogo. In fine di tut- 
to questo non lio voluto tralasciare talun avvertimento, 
che Conveniva fare in qualclie luogo del mio Trattato, 
ma che non stava a profiosito nel lungo stesso, odi mo- 
strar talvolta qualche difetto , o qualche coki notabile 
in altri libri di Trigonometria facili a pervenire in ma- 
no de giovani , e che meritano di essere a<l esà rac- 
comandati; ed ho perciò aggiunte in fine del medesimo 
alcune ^iotc , che riescirà utile a’ giovani consultare. 

Tra queste Note se ne troverà una, che indica a 
sulBi lonza I’ uso vantaggiose ette può farsi dell’ equa- 
zione trigonometrica al problema della trisezione ango- 
lare) nell’ approssimare, con 1 ’ uso delle Tavole trigo- 
Dometriebe, le radici dell’ equazioni di terzo grado nel 
caso irreduttibile, argomento tanto ben esposto dal dot- 
to Gagnoli nella sua Trigonometria grande, ed anche 
in quella eh’ ei diede nel Corso di Matematicìxc ad 
uso delle Scuole del Genio e di Artiglieria di Mo- 
dena , in cui , delle molte ricerche da lui trattate in 
quella suddetta sua ]ninia o|x?ra classica, intorno all’uso 
della Trigonometria nello scioglimento delle equazioni 
numeriche, ritenne solamente la poc’anzi detta, come 
di maggiore importanza. Chi perii amasse instruirsi an- 
che nel resto del sopraiiidicAto argomento, potrà leg- 
gere con profitto la suddetta Trigonometria grande del 
Gagnoli, pubblicata |ier la seconda volta in Bologna nel 
1804. Abbiamo così supplito anche all’ omissione che 
di tal ricerca si ò da noi fatta nel nostro Trattato di A- 
ualisi Algebrica eluincutare , non credendo convenicn- 
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te implican t considerazioni su i[uantilà trascendenti. 

Non si è poi stimato op[>ortuno di recare alcuna 
delle apjilicazioiii della Trigonometria agli usi pratici ; 
poichì: ciascuna di queste costituisce per se una scien- 
za, nella quale uomini s]xx:ialmcnte versati hanno com- 
jiosti trattati c libri elementari egregj ; nè poi ciascu- 
na di tali applicazioni pub andar disgiunta nell’insegna- 
mento da dii sappia praticarla, e sia versato nel maneg- 
gio degli strumenti , che in essa si adoperano. 
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$ * 1 . La necessiti di misnrare le figure fu cagio- 
ne dello stafiilimento di alcune regole, dalle quali sur- 
se poi una scienza sulla natura , e sul rapporto delle 
grandezze figurate, che chiamossi Geometzu . Ma non 
sempre gli elementi donde questa misura si deriva eran 
tali da potersi valutare con modali meccanicamente e- 
seguiti , come avviene quando per avere la base e 1’ al- 
tezza di un parallelogrammo , o di im triangolo , che 
sono gli elementi della loro misura ' , ci serviamo del 
palmo , del piede , o di altra misura lineare. In fatti 
del pari eh' è geometricamente dato un triangolo di cui 
sia data la base e 1' altezza ; lo è pur dato , e con 

' Prop. I. nella Nota alla Misura dtl Cerchio , io 
fine del nostro Eoclide. 

I 
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più cpecialiU , dal conoscersi geometricamente la base 
c gli angoli. 

Nel primo caso però si passerà facilmente da da- 
to geometrico a valore del triangolo , assegnando arit- 
meticamente , per mezzo di un' unità assunta la base e 
r altezza ; e nel secondo , convenendo tener conto del 
valor degli angoli , bisognerà da questi passare a ijnel- 
]o dell' altezza ; al cbe fare non valendo le sempUci no- 
ziout di Geometria , bisognò perciò ricorrere ad altri 
espedienti ^ e da ciò derivò la TaioonoisETaia general- 
mente presa , della quale disegneremo specialmente la 
natura e la divisione iu appresso. Sicché una tale scien- 
za , anche senza aver riguardo a' bisogni dell' Astrono- 
mia , e delle operazioni geodesicbe , delle quali cose 
senza dubbio dovettesi far uso fin da' primi tempi della 
Geometria , può considerarsi come di origine puramen- 
te geometrica, dipendente dalla valutazione delle ligu- 
re, in que' casi ne' quali tra gli elementi della loro e- 
sibizione vi entravano angoli. 

Adunque il fondamento di questa scienza è la mi- 
sura degli angoli ; e questa fu facile rilevarla dagli 
Elementi stessi di Geometria. Un teorema recato da Eu- 
clide , in fine del Libro VI. de’ suoi Elementi, stabili- 
sce il rapporto tra angoli posti al centro di un cer- 
cliio e gli archi cbe gli sottendono, dond' era facile 
rilevare , cbe questi crescendo in proporzione di 
queUi, potevaiisene comodamente prender per misura. 
E di tal genere di misure vicarie altre se n' erano già 
adottate pe' diversi usi della vita. 

J. a. Dato questo primo passo conveniva dar poi 
r altro dì ridurre la circonfereuza a quantità discreta, 
fissando per essa un' unità ; si scelse perciò avveduta- 
niente la 36o* parte di quella , che ckiamossi grado. 
Avvedutamante , ho detto , per la ragione , cbe po. 
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teDdmi adottare un qualunque altro numero per espri- 
mere la circonferenza , si scelse quello , che in un 
ristretto periodo di cifre conteneva più divisori esat- 
ti : di mudo tale , che si poteva ottenere , espressa per 
un intero, la metà, la terza , la quarta , la quinta , la 
sesta , r ottava , la nona , la decima , la duodecima , 
la quindicesima , e fin la diciottesima parte della cir- 
conferenza ; il che molto era importante per la consfru- 
ztone del Canone, cioè per la fissazione de' valori delle 
linee rette trigonometriche , come tra poco vedremo . 

5 . 3. Suddivisero inoltre ogni grado in 60 par- 
ti, a ciascuna delle quali diedero il nome di minuto, 
e ciascuno di questi in altre 60 parli dette secondi, e 
cod potrà continuarsi a supporre diviso il minuto secondo 
in 60 terzi, ed ulteriormente, se fosse bisogno. La ra- 
gione per la quale adottarono di preferenza agli altri 
questo numero 60 , fu la stessa della poc' anzi assegnata 
per la divisione della circonloenza. 

J. 4 - indicare i gradi , i minuti primi, i secon- 
di, ec. sogliono i Trigonoraetri servirsi del “, ", ec. 

nel modo seguente ; cosi per esprimere un arco, o un 
angolo di 55 gradi , a3 minuti primi , e 44 secondi, 
scrivono 55“ a3' W'- 

$. 5. Questa comodissima ripartizione della cir- 
conferenza ha avuto luogo , con pieno effetto per gli usi 
a cui era destinata , da’ tempi più remoti della Tri- 
gonometria fino a noi , ed ha ancor luogo ; se non 
che è da notare , che il Kcill nell' introduzione alla 
sua Trigonometria di passaggio disse , che taluni , in- 
dicando cosi il Vieta ed altri , avTebhero voluto che 
il grado si fosse diviso in parti centesime piuttosto che 
sessagesime , ed aggiugnendovi per parte sua , che for- 
se sarebbe stato utile di dividere il grado e la circon- 
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ferenza in ragion decupla > j ed i trigonometli fran- 
cesi ultimamente mandarun ciò ad effetto , conatnien- 
do delle tavole in cui la circonferenza supponcai di- 
visa in 4oo gradi , e ciascun grado in loo minuti. 
Koi però riterremo per la construzione del canone , 
che qui appresso esporremo , l' antica divisione : c sa- 
rà poi facile il ravvisare , come possa effettuarn tal 
construzione servendosi della nuova divisione. Per al- 
tro riesce Io stesso il servirsi per gli usi pratici di 
Trigonometria delle une , o delle altre tavole , ni il 
maneggio delle une merita alcuna preferenza ogni qual 
volta le tavole si abbiano già| come tante ve ne so- 
no esattissime , belle e construite ; e può poi anche 
farsi uso delle tavole decimali ne' casi che gli angoli 
siensi misurati in gradi per 1' antica divisione, o al con- 
trario , non essendovi bisogno che di una semplicissi- 
ma riduzione. 

Intanto per metter tatto il rigore geometrico che 
si conviene nel sistema esposto della mkitra d^ an- 
goli per gli archi di cerchio , stabiliremo i due se- 
guenti teoremi . 


' Quidam gradum in partes cenlesimat, poliiu quam 
stxagttimot partiri voUmt : tt utilius fonaste etsrt , non 
gradui , ted et iptum circulum in decupla rottone se- 
car* , quae diviiio foTSan aUquando obtinebit. 
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PROPOSIZIONE I. 

V t o a B » A 

• ' ' 6. Tutti gii arcLi di cerchio descritti tra i 

bti di un angolo , preso per centro< il suo vertice, 
contengono lo stesso numero di gradi e minuti. 

Sii r angolo BCR * , e tra i suoi lati sien de-* fig. i . 
scritti co' raggi GB, Ci, e col medesimo centro G gli 
archi circolari BR , br. Compiti i quadranti BAG, 
baC j starà l' angolo BCR all' angolo BCA , come l' arco 
BR all’ altro BA *. E similmente l’ angolo bCr sU al-'33-VI. 
l’altro bCa , come rarcoàr all’ arco Ma l’angolo 
BCR sta all’ altro BCA , come 1’ angolo Kr all’ altro 
àCo. Adunque sarà pare l’ arco BR all’ arco BA , co- 
me Barco òr all’ arco ba : cioà il numero de’ gradi e 
minuti di BR starà a 90° , come il numero de’ gradi 
« minuti di Ar a 90° ;< Laonde . gli archi BR , br 
dovr anno essere della stesso numero di gradi e minu- 
ti. — C.B.D. 

COROLLABIO 

5. 7- Da ciò si vede , che qualunque sia il rag- 
gio di un cerchio , è in variabile quel numero , che 
«prime in gradi e minati il valore di un angolo ai 
centro di esso. 


Cap. 1 . 6 
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PROPOSIZIONE li. 

T I O R B M A 

$. 8. Due angoli dàuguali posti a’ centri di 
disuguali cerchi , sono tra loro in ragion composta 
da quella degli archi che gli sottendono , e dall* in* 
versa de’raggi de’ cerchi. 

* /7g. 1. Sieno i due angtdi BCS , iCr * , a* centri di dua 
cerchi , che abbiano disnguali i raggi GB , , e 

che anpponganai descritti intorno al comune centro 
C. È manifesto, cbe l'angolo BCS stia all' altro BCR, 
come l'arco BS all'arco BR . Mà i poi BS a BR in 
ragion composta diBSa3r,e diira BR , o aia 
di BS a ir, e di Ci a CB '. Adunque stari pure l'an* 
goto BCS all' altro BCR , cioi a òCr , in ragion cmn- 
posta dalla ragion degli archi BS , ir che gU aotlen> 
dono , e dalla reciproca de' raggi Ci , CB di que’ oer* 
chi intorno a cui centri essi sono poeti. — C. B. D. 


‘ 4- e i5. V. 
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I DU. LOaO BiPPOiTO. 



5. 9- Bit. 1 . Compkmtntù di m ano è la dif- 
ferenu di eso dal quadrante. 

£ Supplancnto di un arco i la dififereaxa di esso 
dalla semicirconferenza. 

Cosi r arco di 3 o‘ tira per complemento quello 
di 60° ; e 1 complemento di 60* è 1' arco di 3 o°. 

E l'arco di i So* é il snpplemento di quello di 3 o*. 

5. IO. Dir. a. Seno di un arco è la perpendico» 
lare tirata da un suo estremo sul raggio , clie posai 
per r altro estremo. Questo seno sool dirsi /eno ret- 
to ^ a seno pròno. 

$. II. Coa. I. Il seno di nn arco è lo stesso di 
quello del di lui supplemento. 

5. in. Coa. 11. Prolungandosi il seno di un arcip 
fino ad incontrare un'altra Tolta la circonferenza, fi- 
chiaro , che si otterrl la corda dell' arco doppio del 
dato ; che perciò : 

H reno di un orco i la metà della corda deW ar- 
co doppio. 

5. i 3 . Dar. ni. Tangente di nn orco fi quella 
retta , che toccando l' arco in un estremo , si stende 
infine al raggio prodotto per l’altro estremo. 

5. i 4 - Bit. IT. E tal raggio prodotto infino alla 
tangente di nn arco , si diri di lui Segante. 

5. i 5 . Ber. T. Cotenó di un arco fi U seno del 
di lui complemento . E Cotai^ente di nn arco fi la 
tangente del di lui complemento. E si diri Cotegam- 
tt di un arco la segante del complemento di esso . 
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$. i6. Dir. TI. Siao-verto di un arco è la parte 
del diametro interposta tra uu estremo dell'arco stesso 
e 1 suo seno retto : ed esso , come si vede , è la diffe- 
renza tra il raggio , ed il coseno dell’ arco, 
n seno-Tcrso suol dirsi anche saetta. 

CosentM>erso poi direbbesi il xeno-terso del com- 
plemento di un arco : ed esso è però la differenza tra 
il raggio, ed il seno dell'arco. 

$. 17: Scol. Per illustrare le precedenti deilnizio- 
*fig. 3 .ni ; ad un ponto qualunque M * del quadrante AMD 
n conduca il raggio CM , che si produca verso T. 
Ed abbassate dal detto punto le perpendicolari MP , 
MQ su i raggi AC , CD , ti tirino agli estremi A , D 
del quadrante le tangenti AT , DS , cbe incontrino 
in T, S il raggio CM. 

Sarà MP il seno dell’ arco MA , AT ne sarà la 
tangente , e CT la segante. Inoltre le linee rette MQ , 
DS , CS ti diranno coseno , cotangente , é coscgante del 
detto arco AM rispettivamente ; poiché tali linee rette 
sono il seno , la tangente , e la segante dell' arco MD , 
eh’ é il complemento di AM. £ finalmente PA sarà il 
seno-verso del proposto arco AM , QD il coseno-verso. 

5 * 18. Le quantità descritte nelle definizioni dal 
$. IO al 16 sono detto quantità circolari-, ed esse chia- 
ma usi anche linee trigonometriche , perchè è per loro 
mezzo che si perviene alla risoluzione de’ triangoli , 
oggetto della Trigonometria, come vedremo a suo luogo. 
Del seno-verso e del coseno-verso però non iàcendosi 
alcun uso nella Trigonometria , tutte le volte che in 
appresso diremo linee trigonometririie , non ti dovrà 
necessariamente comprenderveli . 

$. 19. Le suddette linee trigonometridie hanno 
tra loro il rapporto che ora passeremo a rilevare . 

Per la similitudine de’ triangoli TAC , MPC sta 
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AT : AC :: MP : PC 

Cioè : — La tangente di un arco sia al ràggio , 
come il seno dello stesso arco al sua coseno. 

Ed eiaeodo p«rimente; 

CT : CA :: CM : CP 


ne s^ue che : 

La segante di un arto sta al raggiò , come il rag- 
gio al coseno. 

Fin«lmeote , per la simiglianza de’ triangoli CAT , 
CDS , dee stare 

TA : AC :: CD : DS 

cioè ; — Il raggio è medio proporzionale tra la tan- 
gente , e la cotangente di un arco. 

Ed . indicando per t^ un qualunque arco , e per 
Ji il raggio del cerchio coi si appartiene , della qua- 
le lettera ci serviremo sempre in appresso per dino- 
tare un raggio indeterminato di cerchio , si rileveran- 
no , per le sue altre linee trigonometriche espresse nel 
seno e coseno , le seguenti equazioni ; cioè 


A.sCn.S 

fl* 

cot.f — 


seg.f= 


fl* 


A. cos. ^ 


coseg.^= ■ 


cos.^ 

A* 


scn.^ 


tang.f sen.f 
E da esse si vedrà poi essere : 

tang-9 : cot.f sen.’^ ; cos.’^ 

seg.^ : coseg.f :: sen. ^ : cos. ^ 
cioè : — La ragione della tangente di un arco alla sua 
cotangente è duplicata di tfuella della segante alla co- 
legante delT arco stesso. 


• L’ espressione scn.’? , ed ogni altra analoga , di- 
nota il quadrato , o la potenu n del seno dell’ arco 9, o 
dell’ altra linea trigonometrica alla quale si affigge in tal 
modo r esponente . Ed esse sono equivalenti alle altra 
(seti. 9 )• , ( eos.9 )’ , ee. 
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De’ieohi cdb ArvAETsneoHO alle lisik teigosomi* 

TEICHE , be' 90ATTE0 DIVEESI QUADEASTI DSL CEECBIO ; 
E de’ VALOEI Ca'sUE BABBO BEOLl ESTEEMI DI QOISTI. 


* fis-3- §■ Nel oercliio ADBE * si tirino dne dit- 

mctri AB , DE perpendicoUri tra loro , e gli archi 
dell’ intera circonferenza s'incomincino a contare, nel 
quadrante AD , da D Terso A ; è chiaro , che di nn 
qualunque arco DM minore del quadrante DA , ne 
sia MP , o CQ il coseno, DQ il seno-yerso. Ciò po- 
sto la MP , perpendicolare al diametro AB , proluaghiai 
in m ; si vedrà che 1’ altro arco DAm soppiemento di 
DM abbia per suo coseno la aiP , o C^ , uguale a CQ, 
e per seno-verso la Df . E perchè il coseno Cf dee es- 
sere quanto la differenza del raggio CD e del seno- 

* 5- 16. verso i perciò una tal Of dovrà risultar negati- 

va. Vale a dire , che : 

t/n arco minore del quadrante , e '/ tua supple- 
mento /tanno lo stesso coseno , ma questo è positivo per 
lo primo , Ttegativo per C altro. 

Si abb.issi ora da m la mqm' perpendicolare alla 
DE, si vedrà, che l’arco DAEm', minore di tre quadran- 
ti , e maggiore di dne, abbia per suo coseno m'p, o ria 
Cq , cioè lo stesso di quello dell’ arco DAm , o anche 
quello di DM , o Em' , preso negativamente , cioè : 
Ogni arco maggtare detta temicircon/erenza , e mi. 
none di tre quadranti , avrà per coseno quello del suo 
eccesso sulla semicirtonferenza , preso negativamente. 

Finalmente da Si' tirisi al diametro AB la per- 
pendicolare m'pìtV , sarà M'p il coseno dell’ arco 
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DAGBM' ; cd e»o pireggeri QC cojeno di DM , o i 

di DM' , o ila; 

Qgiti arco maggiore di tre <fuadraati , e minore 
deUa eirco^erema , avrà per tuo coseno queUo netto 
cAe si appartiene ali arco, eh' i il complemento alt inte- 
ra cireonferenta. 

E dalle cose finora dette in questo numero si ri- 
leva , che ; 

H coseno di qualunque arco di un quadrante , 
è anche coseno del tuo supplemento ; lo è inoltre del- ' 

la semicirconferenxa aeeresciuta di etto ; e Jinalmente 
"della circonferenza minorata di esso i per lo secondo 
e terso de' smldetti archi però , bisognerà prenderlo ne- 
gativamente . 

Cioè, indicando per f qnell' arco , per n il suo 
Coseno , e per ir nn quadrante , sarà 

COS.^ . . . . C=3 COS.( 4^ — ? ) = " 

e cos.(iir — ^) = cos.( a» + ? ) = — » 

5 . ai. Premesse le considerasioni su i coseni de- 
gli archi dell’ intera circonferenaa , sarà facile il pas- 
ur da esse a quelle de' seni per gli stessi. S' incomin- 
cino in fatti tali archi a contare non più da D ver- 
so A , ma al contrario da A verso D ; à chiaro che 
QC coseno deH’ arco DM , e dell' altro DAEBM' , 
sarà seno deU’ arco AM , o pure di ADM' , che so- 
no supplementi 1’ uno dell' altro. Similmente Cq co- 
seno dell’ arco DAm , e dell' altro DAEm' , sarà se- 
no dell’ arco ADJBw' , o pure dell' altro ADfiEi» , il 
'{Mrimo de’ quali eccede la semicirconferenu per 1' ar- 
to Bm' t=i AM , e 1' altro manca dalla circonferenza 
per r arco Am uguale allo stesso AM. Adunque i due 
indicati archi , 1' uno maggiore della semicirconferen- 
za , e minore di tre quadranti , l' altro maggiore di 
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tre quadranti , e minore di quattro , hanno 'i hara 
seni negativi , e ciascuno quanto q uello di un arco 
minore tkl (joadrante. 

Dalle cose finora esposte in questo paragrafo, si ri- 
lev» , clic : . , 

Il seno di un arco minore del quadrante , è anefu 
seno del suo supplemento ; della seiuicirconftrenpa ac- 
cresriula di esso , e delta circonferenza minorala dalla 
stesso : ma per questi dste ultimi archi dee esser preso 
negativamente. 

Cioè servendosi delle stesse indicaEtoni dì poc an- 
ti per gli archi , ed indicando con ut il seno dell' ar- 
co ^ ^ sarà I , 

sen.^ . . . .=isen.(asr — 9)= 
c aen.(asr -|-,9)==se».( 4» — ^ 9 ) = — o» 

$. 33. Or siccome le altre linee trigonometriche 
si derivano da queste , e dal raggio del cerchio, per 
metto delle analogie recate nel 5- >9 , è perciò fàci- 
le ad intendersi , che : . ' * 

Le linee uigonametriebe di qualunque arco mi- 
nore del quadrante, debbano appartenersi ' anche al no 
supplemento ; ad un arto ebe ristdta dall aggiugnere 
al 'proposto la semicireor^erensa ; Jinabnestie a queOo, 
che si ottiene logliendolo'dsUla mreonfertaxa, 

'E sarà facil con il vedere quali legni delibano 
tali linee trigonometriche avere in ciascuno di queati 
altri tre casi , col tenersi etmto de' segni .da’ seni e 
coseni corrispondenti . ■ i 

$. s3. Adunque una volta che sicnsi esibite le li- 
nee trigonometriche per tatti gli archi di un qua- 
drante , si sapranno anche quella per tutti gli archi 
dell’ intera circonferenta ; il che è sufSeientissiot» 
per gli usi ordinari Trigonometria, dcUa Geo- 
grafia , e dell’ Aslrou<»iùa } « solamente bùtqpierà far 
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atlenaione al segno che convien dare ad esse . Ed è 
per questa ragione , che le tavole Trigonometriche non 
contengono , che solamente le espressioni di tali linee 
per gli archi del quadrante. 

$.a 4 . E volendo poi estendere un poco le prece- 
denti considerazioni, sari facile il rilevare , che le linee 
trigonometriche di quegli archi , che risultano dal som- 
mare ad una , due o più circonferenze un arco qua- 
lunque di essa , sieno le stesse di quelle di un tal ar- 
co aggiunto. Cosi che dinotando con ar la circonié- 
renza di un cerchio , e con f im suo arco qualun- 
que , sia : 

sen.( war -f- ^ )e= sen.f 
cos.( me + cos.f 

e similmente per le altre linee trigonometriche. 

$. aS. Finalmente convien qui far anche notare 
quali sieno i valori delle linee trigonometriche negli 
estremi de' quattro quadranti. 

Dalle definizioni ii. in. e iv. si ricava evidente- 
mente , che nel punto A dal quale s’ incominciano a 
computar gli archi della circonferenza ADBE , il qual 
punto viene indicato da o° , sia zero il seno , e la tan- 
gente ; e la segante aia espressa dal raggio CA : e poiché 
il complemento di un arco o° è 90°, cioè il quadrante 
AD, il cui seno è il raggio DC, il maggior di tutti i seni , 
detto perciò massimo ; 'quindi si vede , che il coseno 
deir arco 0° debba essere generalmente espresso da R. 

Inoltre dalle medesime definizioni si rileva , esser 
zero il coseno del quadrante AD, e la tangente e la se- 
gante infinite j poiché la AT ed il raggio CD non 
poaaon mai incontrarsi , essendo parallele . Nell' altro 
estremo B della semicirconferenza ADB ritorna ad es- 
ser o il seno , e la tangente ; ed il coseno dovendo 
esser quello stesso dell' arco o** supplemento di i8u”, 
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preso però negitivAmente, uri quindi espresso da — CB, 
o sia da — A : ed anche — R sari la segante , come ai 
rileva facilmente dalla seconda analogia del 5-*9- 

Alla fine de' tre quadranti , cioè nel punto E, il 
coseno diviene zero, il seno è il raggio CE preso negati- 
vamente, cioè — R , come facilmente si vede ; e la tan- 
gente e la segante si fanno di nuovo infinite , per la 
stessa ragione detta di sopra : il loro segno sari pe- 
rò quello , che , gli viene dal tener conto del segno del 
seno e del coseno di un tal arco. Finalmente all' e- 
stremo A di quattro quadranti , o dell' intera circon- 
ferenza ADBEA , divien nnovamente o il seno ; ed il 
coseno , e la segante si fanno quanto CA , cioè R j 
e quindi la tangente è anche o. 

5 - a6. Premesse le cose dette ne' due numeri pre- 
cedenti , ecco per ajuto della memoria la seguente 

TAVOLA 

nE'sEOnl DELLE PEIBCIPAII LIHBE TEIGOnOMETEICBE 
be' qoATTBO QDADEABTl. 


Arco 

Seno 

Coseno 

Ttng. 

o» 

+ 0 

+ ^ 

+ 0 

Dopo . . . 0* ^fino « go" 

+ 

+ 

+ 

9 ®* 

+ n 

+ ® 

+ 00 

Dopo. . . go®_/f»io a 180® 

+ 



180® 

+ 0 

— R 

0 

Dopo . . 1 80® _/fno a 370® 


— 

+ 

370® 

— R 

— 0 

00 

Dopo , . 370® /ino a 36 o® 

— 

-H 


36 o® 

— 0 

+ R 

— 0 


$. 17. n seno dì tm arco , la di fati tangente , 
la segante , il coseno , la cotangente e la cosegante , 
sono le linee trigonomelricbe adottate da’ Geometri 
per la risolazione del triangolo . £ le Unee trigono- 
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metriche dell’ arco AM sì appartengono eziandio all' 
angolo ACM , di cui quello è misura. 

$. a 8 . Or le suddette linee trìgonometriche, non 
essendo in effetto grandezze geometriche , come par 
che indichino le definizioni quassù rapportate per es- 
se , ma bensì numeri , possono perciò modificarsi nel- 
la seguente convenevol forma. Cioè , prendendo il rag- 
gio per r nnitè delle linee trigonometriche , come co- 
stumasi fare ; , 

It seno delC arco AM i il valor numeneo , cAe 
tiene la perpendicolare aldteusaia da un smo e'fremo 
mi raggio , che passi per F altro : la tangente di un 
areo è il rapporto del seno al coseno di esso ; e la se- 
gante i guanto f unità divisa pel coseno : cioè 


tang.^ 


sen.f 

cos.^ 



cos.e I 

Dalla prima e terza delle quali equazioni si 

iera , che la tangente e cotangente trigonometrica 
tabulare di.nn arco sieno 1 ' una inrersa dell’altra ; 
sicché se il aalor deU’una sia espresso dal numero n , 

quello dell’ altra lo sari da 

PROPOSIZIONE in. 


T E o a a SI 1. 

'$■ 39* ^ trigonometriche di due archi 
dello stesso numero di gradi e minuti , presi in 
cerchi direra, sono proporzionali a’ raggi de’cerchi. 


Intorno al oentro C* si descrivano, co’ raggi CB,'/g. i. 
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Ch , i quadranti circolari BRA , ira , e tirisi il rag- 
gio CRr : è manifèsto che i due archi BR , ir sot- 
tendendo lo stesso angolo in C , debbano essere dello 
* $. 6. stesso numero di gradi , e minuti * . Ciò permesso ti , 
tirino tutte le linee trigonometriche di tali archi ; è 
chiaro che i triangoli CRN , CRn fieno simili tra 
loro ; che perciò le RN, m , e le CN , Cn fieno pro- 
porzionali ai raggi CB , ci. £d essendo CB iCi : : 
CN : Cn ; sarà permutando , convertendo , e di nuo- 
vo permutando CB : Cò ; : BN : in. Essendo poi simi- 
li gli altri triangoli CBD , Cid , sta BC : iC : : BD : 
id : : CD : Cd. Si è dunque dimostrato , che le linee 
trigonometriche dell' arco BR , e quelle dell' altro ir 
fieno proporzionali a' raggi CB , Ci. — C.B.D. 

CoaoLLAaio. 

$. 3o. Quindi quel numero , eh' esprime le linee 
trigonometriche in un dato cerchio , per un arco de- 
^^fmiuato , e per lo raggio diviso in un dato nume- 
ro di parti , rappresenterà anche le linee trigonome- 
triche di un arco dello stesso numero di gradi e mi- 
nuti in un altro cerchio ; parchi il raggio si suppon- 
ga diviso similmente al primo . Ed è poi chiaro , 
che essendosi supposto uguale ad i il primo raggio 
trigonometrico delle Tavole., ai avrà il valor di una 
linea trigonometrica per un qualsivoglia arco di cer- 
chio del raggio dinotato dal numero A , moltiplican- 
do per questo numero il valor trigonometrico di tal 
linea nelle Tavole. 
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CAP. IV. 


Del cmosE trigonometrico , s oeixr marier* di 

COSTRUIRLO, COL MEZZO DELLA GEOMETRIA ELEMEHTARE. 


5. 3 i. Def.vii. Canone Trigonometrico iicaì uaa 
Tavola , ove a ciascun arco mioore del quadrante , 
ed espresso in gradi e minuti , ascrivonsi i valori nu> 
merici delle linee rette trigonometriche , che gli ap- 
partengono , preso per nnità il raggio . Un tal regi- 
stro di linee rette trigonometriche , dicesi volgarmen- 
te Tavola de' rem. 

§. 3 i. CoR. Dividendosi ogni grado in 60' , il 
quadrante , eh’ è di 90°, sari di 54 oo'. Laonde saran 
pure 5400 qn^li archi minori del quadrante , che va- 
dan successivamente crescendo di un minato. 

5. 33 . SooL. 1. Nella Tavola de' seni , il primo arco 
cui appongonsi le sue linee trigonometriche , è di i'. Il 
secondo è di 3'; e cosi succc^ivamente per 54 oo termi- 
ni, r ultimo de' quali è di 90°. E per evitare i fratti nel 
computo di dascuna linea trigonometrica , il raggio , 
eh’ crasi preso per 1’ uniti, s’ intende diviso in 10000000, 
o più parti dedmali. E ciascuna di dette linee vedras- 
si espressa nel solo numeratore di un fratto decimale, 
cui sottintendesi il denominatore 10000000, o l’altro 
di siflatti numeri in cui si sari supposto diviso il raggio. 

Intanto sen.( 45 ®-fa) = cos.( 45 ®— ») ove > non 
ecceda 45 ‘> Adunque giunti che siesi ad un registro 
de’ seni fino a 43 °> <li rincontro a’ quali sieno segna- 
ti i corrispondenti coseni ; questi dinoteranno i rima- 
nenti seni degli archi da 43 ° fino a go° ; che però 
comunemente la Tavola de’ seni non prolungasi che 
fino a 43°. 

3 
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J. 34- Scol. ii. Il ctnoDe trigonometrico riductsi 
a risolvere il seguente generai problema : 

Dato il rapporto numerico di un arco al quadran- 
te j ritrovar* il rapporto che serbi al raggio ciascuna 
linea trigonometrica di esso arco. 

La costruzione di questo canone , dagli antichi 
esegiiivasi con operazioni aritmetiche a certe grandez- 
ze geometriche applicate , e da' moderni ti suole anche 
da alcune analitiche espressioni rilevare. Esso snol di- 
stinguersi in lineare , o naturale ; ed artifiliale , o lo- 
garitmico. II lineare i il già definito. Ed il logaritmi- 
co esibisce i logaritmi volgari delle linee rette trigo- 
nometriche, come nelle coquui Tavole de' seni ti osserva. 

LEMMA. 

S- 35. Date T espressioni numeriche di due 
lati di un triangolo rettangolo, sarà anche data quel- 
la del rimanente lato . £ ciò sovente ottieosi per 
appressi tnazione. 

Gas. I, Suppongansi dati i valori de' cateti RN, 

’ .fis k'TiC, * del triangolo RMC rettangolo in N; sarà la 
somma de' quadrati di questi due valori , o di questi 
due numeri , uguale al quadrato di quel numero , che 
n' esprimerebbe l' ipotenusa RC. Adunque la radice qua- 
drata della somma dell' espressioni de' due cateti NR , 
NC sarà r espressione dell' ipotenusa RC. 

Gas. z. Se diasi in numeri l' ipotenusa CR, e '1 
cateto NR , l'altro cateto NC sarà espresso dalla ra- 
dice della diflèrenza del quadrato dell’ ipotenusa CR , 
e di quello del cateto RN. Lo che si dimostra come 
nel precedente raso. 

Che se i due lati dati, e quello che cercasi sie- 
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no- incommciuurakiU tra loro, come il più delle volle 
avviene , I' anzidetia radice esprimente il lato rirliir- 
slo non potrà aTersi esattamente ^ ma per approssi> 
masione ; e tal ne sarà il valore della linea eh' essa 
esprime. 

PROPOSIZIONE IV. 

$. 36 . II coseno di un arco ^ quanto la ra- 
dice della diflèrenza del quadrato del raggio, e del 
quadrato del seno di esso arco. 

L’ arco RB ‘ tien per leiio il valor numerico del-» /fj. 4.' 
la perpendicolare RN tirata dal suo estremo R sul 
raggio CB , che passa per 1 ’ altro estremo B » . E lo* J. 2S. 
stesso arco ha per coseno il valore numerico della RM, 
o della sua uguale NC. Di più il raggio trigonome- 
trico RC si è posto uguale ad 1. Dunque dalle date 
espressioni dell' ipotenusa RC , e del cateto RN del 
triangolo rettangolo RNC , che sono il raggio , e 1 
seno dell' arco BB , si avrà * il valore dell' altro catc-'ù-m pr 
to CN , cioè del coseno dell' arco RB : ed ei sarà la 
radice della differenza de' quadrati del raggio e del se- 
no di esso irco. — C.B.D. 

5. 37. Scol. L’ arco RB sia di 3 o° ; il suo com- 
plemento RA di 60° ne sarà doppio : e la corda RA 
di questo, eh* è il lato dell' esagono , e perciò uguale 
al raggio AC , che supponesi 1 , dovendo essere il ' 
doppio del seno RN dell' arco RB * , sarà, quindi* u. 
seu-So^syi; e per conseguenza RM o NC, cioè 
sen.60®, o pure cos. 3 o® = V ( « — ’/à ) = V 3 . 
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PROPOSIZIONE V. 


T E O K E M A. 

§. 38. Se nella circonferenza di un cerchio pren- 
dansi ovunque due archi contigui ed uguali , e da 
un punto della medesima circonferenza cadano Ire 
linee rette agli estremi loro ; sarà la corda di uno 
di essi archi a quella delP arco doppio , come la 
media di coleste incidenti alla somma delle incì* 
denti estreme , o alla loro dillerenza , secoodocbè 
quel punto sia fuori de' due archi uguali , o si ri* 
trovi in uno di essi. 

•/"S « 6 Vale a dire , se EF , FG * sieno quc’ due archi u* 
> « dal punto A della circonferenza cadano agli 
estremi loro le tre linee rette AE , AF , AG , sarà 
y EF : EG :: AF : AG + AE. 

Ove il segno neirullimo termine vale per la 
fig. 5 , e ’l — per la 8. 

' fig. 5. Gas. i. Per lo quadrilatero AGFE * inscritto 
nel proposto cerchio dee essere 
•n VI. AFxEG = AGxEF + AExFG * =EF (AG + AE), 
essendo £F=FG. Adunque sarà: 

EF : EG :: AF : AG+AE 
Cas. 3. Similmente a cagion del quadrilatero 
'fig. 6.GFAE ’ inKritto nel cerchio EAGF , è pure 
AGxEF = AExFG + AFxEG 
cioè EF ( AG — AE ) = AFxEG. 

Adunque dovri essere 

EF : EG :: AF : AG— AE. 

E peraò se nella circonferenza cc. — C.B-D. 
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CoaoLLtaio I. 

5 . 3g. Per restremo E * dell'arco EF si tiri ily.5e6. 
diametro EH , e giungansi le altre due rette FI , FR 
( I é il centro ). Saranno simili i due triangoli iso- 
sceli EGF , FRI , per arere uguali i due angoli FGE, 

FRE posti nella medesima porzione di cerchio . On- 
de sari! 

EF : EG :: FI : FR. ^ 

CoaoLLaaio IL 

5 . 4 <’- E paragonando quest’ analogìa colle ulti- 
me de' casi i e a del proposto Teorema , si avrà anche 
FI : FR :: AF : AG + AE, 

Cioè : — A' ùiaJente a quel punto medio dee stare alla 
somuui o alla d^erema di quelle due altre incidenti, 
come il rttggio del cerchio alla corda del supplemento 
a uno di que’ due archi uguali. 

PROPOSIZIONE VI. 

T B o a a ss a. 

5- 4t> estremo A * del diametro AH del 7* 
cerchio ALHF si tronchino successivamente gli u- 
guali archi AB , BC , CD , DE , EF , FG , ec. 
qualunque sia il numero di esi , e la grandez- 
za ; e poi da quell’ estremo a’ punti delle divisio- 
ni B , C , D , E , F , G, et:, si tirino altrettan- 
te rette AB , AG , AD , AE , AF , AG , ec. Dico 
esser ciascuna di quelle corde alla somma di quelle 
due che le sono prossimamente vicine da una parte 
e dall’ altra , come il raggio del detto cerchio alla 
corda del sopplemento di uno di questi archi uguali. 


C*r. 4- 


DELll TiIOOHOHCTIIA 


Cioè per qualunque punto F di tal divisione dee 
stare AF ; AG AE :: BI : BU 

Diu. Il presente teorema ritrovasi gii dimostrato 
nel Cor. i. della Proposizione precedente. 

CoaCLLABIO. 

5. 4 >- Supponendo il raggio AI=i, sari 
AF : AG -f AE ;; 1 : BH 
e quindi AFxBH = AG AE 
ovvero AG = AF XBH — AE. 

cioi : — Ciateuna delle corde AC , AD, AE, AF, AG, 
ec. torà uguale ed prodotto della lua precedente perla 
corda tupplemeniale BH , diminuito della corda ante- 
precedente, 

5. 4 d. E tradncendo questa enunciazione in espres* 
sione trigonometrica , col sostituire alle corde il dop- 
pio seno della metà dell' arco contermine , ed alia cor- 
da fupplementale BH il doppio coseno della metà del 
primo arco AB, il quale dinoto ora con af, e perciò 
con 4f > Sf , 8^ , ec. gli altri che corrispondono al- 
le corde AC , AD , AE ec, ; e finalmente dividendo 
per 3 le equazioni risultanti , ti avrà , incominciando 
dalla corda AG 

ten.af =a n.aen. f eoi.p 
sen. 3 f = a.aen.af cos.f — sen. f 
ten.4^c? a.ten.Sf cot.f teu.af 
ec. 

Scotio. 

44 - ^ ^ altro estremo H di quel diame- 
tro AH conducansi a' medesimi punti delle divisioni 
C , D , E , F , G , re. le altre corde HC , HD , HF , 
HG, er. -, è chiaro , che debba anrlie essere 
BI ; BH ;; HF ; UE + UG 
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cioè : — Il raggio del rerchio sta alla corda supplemenlale 
BH , come ciascuna di quelle altre corde alla somma di 
quelle due che le sono prossimamente vicine da una 
parte e dall' altra. ‘ 

5- 43- E supponendo anche in questo caso il rag- 
gio , cioè BI = I , si truverd , come nel Cor. della 
Prop. prec. che : 

Ciascuna di queste corde supplcmentali , è quanto 
il prodotto di quella BH nella sua precedente, dimùsui- 
to della corda anteprecedente. 

E dando a quelle corde i valori trigonometrici 
che ad esse corrispondono in d"ppj coseni delle metà 
degli archi computati da A , agli estremi de'quall sono 
esse rispettivamente tirate, e poi divendo per a le equa- 
zioni risultanti , sarà , per le corde UC , UD , HE , te. 
cos.af = a.cos.’ f — i 
cos.Sf r=a a.cos.af cos.f — eoa. f 
cos.4f = a.cos. coi. f — cos.af 
ec, 

PROPOSIZIONE VH. 

* 1 o a ■ M 1 . 

46' U seno della somma di due archi è 
quanto la somma de’ due prodotti , che si hanno 
moltiplicando vicendevolmente il seno dell’ uno per 
lo coseno dell’ altro , posto il raggio uguale ad i . 

E il seno della difTereuia di essi archi è quan- 
I» la diilèrenza di que’ prodotti stessi. 

Sieno dinotati da 9 gli archi proposti, de' quali 
f ria il magpore , e ciascuno suppongasi minore del 
quadrante. Nella circonicreuza ABD del raggio i ' i* fig 9. 
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dal medesimo punto A , s' intendano presi gli archi 
AB , AD , r nn de* quali aia il doppio dell' arco f , 
« r altro di d i e tirato per A il diametro AR , giun- 
gansi le AB , BR , AD , DR , BD : i chiaro , che la 
corda AB sia il doppio del seno della lueU dell’ arco 
contermine AB , cioè quanto a.sen.f , e che AD sia 
quanto a.sen. 0. Similmente le Rfi , RO saranno ri- 
spettivamente quanto a.sen ( 90 **— f) e a.ien.( 90 ° — fl), 
cioè quanto a.cos.^ e a.cos.d. 

Or per lo quadrilatero ABRD inscritto nel divi- 
sato cerchio , è 

BDXAR = ABXDR -|- ADXRB 
omia , prendendo la meti di dascuna di queste rette » 
e poi passando da esse alle liisee trigonometriche, che 
si è qnl sopra veduto dinoteme, sari 

sen.( f - 4 - 6 ) assen.f eoe. 9 4 *Kn -0 cos.f 

Inoltre prendasi l' arco Ad uguale ad AD, e ^un- 
gansi pur* le corde Ad , dB , dR ; sarà di nuovo , 
per lo quadrilatero ÀdBR inscritto in quel cerchio , 
BdxAR = ABXRd — AdXRB. 

E ripiegando dalle meti di queste corde a' seni e 
coseni degli archi ^ , 9 da esse rappresentati , ai ve- 
drà essere 

sea.(f — 9) = sen.f cos.9 — sen.9 coe.f . 

Laonde il seno della somma di due archi , ec. ■— 
C. B.D. 

CoauLLsaio I. 

5. 47" Se e**® ® fc*** *11’ “11** ?» V 

quazione di sopra ritrovata per sen.( ^-f- 9) si tramu- 
terebbe , pel seno dell’ arco doppio , neDa segante : 
len.ufmia.sen.^ oot.f 
eh’ è identica alla di gii ritrovata nel $. 43* 
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CoROLLitio n 

5- 43' Suppongasi r arco f di 6o° , e 1' altro 9 
DOU maggiore di 3o° ; e rifli tlendo che il CMeno di 
60**, cioè 860.30°='//, le due formole disopra as-* 5*^7- 
segnate per sen.(f ^ 6 ) , e scn.(f — 9) si Iramoleran- 
no nelle qui appresso , cioè 

sen (6 o° 4- 9) = sen. 60 ® COS.9 + '/» sen.9 
ien.( 6 o*— 9) = aen. 6 o® cos.9 — ’/a ien.9 
e sottraendo la seconda di esse dalla prima , .si avrà 
acn.(6o®-l-9) — sen.( 6 o®— 9)= sen.9 

onde 

aen.(6o®-^9} = sen.9 sen.(6o^— 9) 

Adunque ; — Il seno ài un areo maggiore ài 60® d 
guanto la somma di due seni , uno dell esxesso dell arco 
proposto su quello di 60®, e f altro della d^fatasa Ira 
r arco £ 60® a F eccesso poe' ansi detto. 

PROPOSIZIONE vm. 

X X o • n M A. 

5. 49‘ ^ coeeoo della somma di due archi k 
quante il prodotto de’ coseni di essi archi , toltone 
quello de’ loro seni. 

£ ’l coMoo della difièrenaa di dne archi pa- 
reggia la somma de' prodotti poc’ anzi detti . 

Sieno, come nel Teor. precedente, f , 9* gli archi pro-'^g. 9. 
posti , AB , AD i loro doppj presi nel cerchio del rag- 
gio I. Per gli estremi A, D del minor arco AD con- 
dneansi nel cerchio i diametri AR, DH; e congiunte- 
vi le corde AB , AD , BD , tirinsi k loro supplemen- 
tali BR , AH , fili. Sari , per lo quadrilatero ABHR 
iatcriitc in questo ceidùo , 
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BHXAR >= BRX AH — ABxBH 
E pAModo dalla metà di queste corde a' respettisi le- 
ni e coseni degli archi ^ , 0, con osservare che 1' arco 
RH è uguale all' altro AD , sarà 

cos.(f 6) = cos.<p cos.d — sen.^ sen.d. 

Or preso l’arco Arf = AD, similmente per gli estre- 
mi A, d di questo si conducano nel detto cercliiO- i 
diametri AR , <tt , e si tirino benanche le coi-de de- 
gli archi AB, Ad, hd, e quelle de'supplementi loro. 
Sarà maniiesto essere I' arco HA uguale all' altro Ad. 
E per lo quadrilatero AERA inscritto nel divisato cer- 
chio dovrà essere 

AAxAR c= RBXAA -|- ABXRA. 

E passando dalle corde a' seni ed a’ coseni di cui es- 
se sono i doppi > 

cos.(f -T- 0) =icos.f COS.0 sen.f seu.d 
Laonde il coseno della somma di due archi ec.— 
C. B. D. 

C oaoLLAaio. 

5- So. Ponendo nella prima delle formole del pre- 
sente Teorema f = 9 , si avrà 

cos.af = cos.'f — sen.’f . 

la qual formola pel coseno dell’ arco doppio parago- 
nata con quello che si ottenne nel $. 45- «là 
cos.’f -i- sen.*f = i 
come fu dimostrato nel 5- 36. 

SCOLIO 

TKa LK DUE raEcEDBaTi pROromioHi. 

$. Si. Sebbene le formole quassù recate pel se- 
no e coseno di un arco, che sia la sonuna o la dii- 
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ferenxa di due diti , fi trovino dimostrate nel cito , 
che ciascuno di questi archi sii minore del quadran- 
te ; ette però , per mezxo di quanto fu slabilito nel 
Gap, III. posso nsi egualmente estendere a due archi 
qualunque , che per le più generali consideraxiuni tri- 
gonometriche batterebbe che fossero rappresentati da 

90* + ) e 90® -1- a. 

' lo eSétto a' incominci dal supporre , che un solo 
di questi archi sia 90® -J- f , e l' altro contìnui tutta- 
via ad esser 0 , tari 

(9°®+?) f co» ( 90 ®+?) = — •'“•f 

sen.(90®-|- ^ -f- 6) = + ' cot.(^ -1- 6) 

•«”•(9®®+ f — a) =a co 5 .(if — a) 

E sviluppando i secondi membri di queste due ulti- 
me equazioni , e poi sostituendo per cos.^ e sen.f le 
loro equivalenti espressioni di qui sopra , si avri 
sen.(90®-|-^-l-a)=±[ten. (90®-!-?») cot.a-Hen.a 0oi.f9of>-|-^) ] 
sen.(90®-|-(f-U)= . . sen.(90®-l-^)cos.a— sen.8 cos.(90®+f) 
Cioè dinotando con » 1 ’ arco 90® f , sarà 

sen.(» -}- a) = + [ sen.» cos.a -J- sen.a eoa.» ] 
jcn.(» — a) =3. . . ten.» cos.a — sen.a cos.» 

Similmente estendo 

cos.(9o®-t-^ +®) = ~ ten.(f -|-a) 

eoa.(90®-f ^ — a) «= — sen.(f.— 8) 

facendo le stesse operazioni e sostituzioui di poc' anzi, 
ti avri finalmente 

co«.(« + 8) = . . . cos.« cos.a + ten.» sen.8 
Or suppongasi anche 1 ’ altro arco divenire 90®-f-8, 
ohe dinoteremo per /3 , sarà pure sen.(90®-t-a)^os.8, 
e cos.(90®-f- 8) = — sen.a. Ed è poi 


■ Il segno ha luogo quando 1 ’ arco ^ * 1 - • è mi- 
■oce del quadrante , 1’ aluo — quando n’ è maggiore. 
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«™ [ (90*+f)+(9<>‘’+9) ]=««.(i8o‘>+f+6).-= «en (9+6) 

«»•[ (9°®+*f) — (9®°+8) 8en.(^6) 

cos.[ (9o*+<f)+too®+fl) ]=co».(i8o“+(p+6)=+co*.(^+d) 
“»•[ 0 )°“+'?)— < 9 ®'’+*) • • 

Nelle quali quatti-o ultime equazioni , eKgueudo gli 
sviluppi de' secondi membri di esse , e poi le sostitu- 
zioui invece di sen.f , cos.^, sen.9 , cos.0 delle loro 
equivalenti espressioni recate più sopra , si verranno 
ad avere i seni e coseni indicati ne' primi membri 
delle medesime, co' loro proprj segni. 

E tal dimostrazione potrebbesi nel modo stesso 
continuare in appresso ; sicchù poi indicando con A, B 
due archi qualunque , dovrà essere in generate. 
tea.{A ± .B) = sen.^ cos..B + sen.£ tx».A 
co8.(y< ± .5) s t.<M.A oot.B ma ^ tea.B 
Avvertendo sempre , perché corrispondano a' ri- 
sultamenti i proprii segni , che debbesi tener conto 
de' segni che appartengono a' seni e coseni degli ar- 
chi dati. 

PROPOSIZIONE IX. 

T E 0 a s K A. 

$. 53. La tangente delia somma di due archi è 
quanto la somma delle tangenti di essi divisa pel rag- 
gio minorato del prodotto di quelle tangenti. 

E la tangente della loro difTcrcnza ù quanto la 
differenza delle tallenti di essi divisa pel raggio ac- 
cresciuto del prodotto delle medesime tangenti. 


* Secondocbi T ateo 9 -t- 1 sia nùaort del quadrante, 
e pur maggiore. , 
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Etaendo 

*en. (f +9) *= $en.^ co«.9 + ien.9 cos.f 

co». (^+9) s= ciM.f cof.d — «en.^ ten.0 
dividendo l’nna equazione per l'altra, e soatituendo 
al quoziente de' primi membri tang.( f -f-9 ) , si avri 

tang.(«+9)= “°*^°«0+««>-9cos.(p 
* cos.fcos.9 — sen.^n.d 

£ dividendo il numeratore e denominatore di questo 
fratto per cos.^ cos.9 , e sostituendo sempre al quo- 
ziente del seno per lo coseno di un arco la tangente 
di questo * , si avri ■ jg, 

tang.(^+fi) = J!2I1±J!£LL 

" 1 — tang.f XUng.9 

E similmente dalle formole esprìmenti il seno e il co- 
seno della differeiua di due archi si sarebbe ottenuto 
tang.^ — tang.9 
1 -^taug.f Xtang.9 
Qie perciò : La tangente della somina di due ar- 
chi ee. — C.B.D. 


tang.(^+9) 


CoBotLiato. 


$. 53. Supponendo nell' espressione di tang.(f.f 6), 
esser f = 0 , si avrà 

tang.aCes— ■ 

“ ^ 1 — tang.*^ 

cb' è r espressione della tangente dell' arco doppio. 
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PROPOSIZIONE X. 

T Z O > E H i. 

54- Ritrovare il seno dell’arco di i'. 

I poligoni regolari di i 63 S 4 lati inscritto e cir- 
conscritto ad un cerchio del raggio i. , con un’ ap- 
prossimazione portata Gno a i 5 cifre decimali , so- 
no rispettivamente espressi da 3 , 141592576586860 , e 
3,141592692091258, come può rilevarsi nella ma- 
niera prescritta nelle Prop. 1 e a della Misura dei cer- 
chio . ( Corso di Geomeir. voi. 11.). Ciò posto , sic- 
come questi poligoni essendo simili sono proporzio- 
nali a’ quadrati delle perpendicolari , che dal centro 
del cerchio si abbassano sopra due loro lati , dell» 
quali quella che cade sul lato del poligono circonscritto 
òilraggiodel cerchio; cosi sarà 3 , i 4 > S92692091 aSS 
a 3 ,i4i592576586b6o , come il quadrato del rag- 
gio al quadrato della perpendicolare che cade dal cen- 
tro sopra un lato del poligono inscritto . Quindi se 
determinisi questo quarto proporzionale , e poi da esso 
si estragga la radice quadrata, si avrà tal perpendico- 
lare in parti del raggio. Or perchè il poligono inscrit- 
to è uguale al rettangolo contenuto dal suo perimetro, 
e dalla metà della perpendicolare poc* anzi determi- 
nata ; perciò se il numero 3,141592576586860 si di- 
vida per r altro che dinota la meli della perpendi- 
colare poc’ anzi ritrovata ; il quoziente darà il perime- 
tro di esso poligono (Nota alla Mis. del Cerch.Prop. i.), 
il quale si troverà espresso da 6,283186278837425 . 
Ed in simil guisa , dividendo il numero ch’esprìme 
il poligono circonscrilto per '/■ , cioè per la metà del 
raggio , si determinerà il perimetro di quell' altro po- 
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ligono , che uri 6,383l85384i8>56 . Leonde divi- 
dendo ciaicun dì questi due numeri per i6384 > nu- 
mero de’ liti di ciascuno di tali poligoni , i quozien- 
ti o , 000333495 1 , e 1, 0003834953 , i quali non dif- 
férisconsi , che nella decima cifra decimale solamen- 
te , rappresenteranno due lati di essi. Adunque l’arco 
di cerchio, ch'è sotteso da un lato del poligono di. i6384 

lati diO’eriice dalla sua corda per meno che ^ 

* lOOOOOOOOOP 

del raggio ; e per conseguenza nn tal arco e la sua 
corda , con nn' approssimazione assai più che sufficien- 
te per gli ordinar) usi trigonometrici , potranno pren- 
dersi per uguali . Ma quest* arco è precisamente di 
i' 19 " 6"' 3o"'"' , come può vedersi di- 

videndo la circonferenza , e quindi 36o° per meti , tan- 
te volte, quante se ne richiede per pervenire a i6384 
parti; cioè > 4 . volte ( Prop. 1 . mìs, del cerch. ). 
Adunque con più ragione potrò supporsi , che si con- 
fonda colla corda contermine l’arco di i'; e perciò 
potrà stabilirsi la seguente proporzione , 1 ’ arco t' 19 " 

6 '" 5"" 3o""" all’ arco dì s' ; come U 

corda di quello , cioè o,ooo383495i alla corda di l'j 
della quale presane la metà , si avrà il seno dell’ arco 
di mezzo minuto ; e da questo si dedurrà poi quello 
di i'* — C. £. F. ’S < 7 - 

CoaoLLaaio. 

$. 55. Nel prendere il valore del seno dell’ arco di 
i' da quello di mezzo minuto , cioè 3o" , servendosi 
dell’ espressione sen. i'c=z<a. sen. 3o'^ cos. 3o" , è fa- 
cile il vedere , che cos. 3o" sia presso che uguale al 
raggio , cioè ad 1 ; che perciò sen. i'= a.sen. 3o". 

Vale a dire , che si può a dirittura prendere per 
seno di 1 ' la corda di quest’arco. 


. V 
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PROPOSIZIONE XI. 

T E O K E 11 À 

56. Esporre co’ priodpj precedenti 1’ eflètliTa 
fonnaz'iODe del Canone Trigonometrico. 

Per la Prop. prcc. può ritrovarsi il valore nume- 
rico di sen.i' . E supposto , come al solito, il rag- 
gio trigonometrico sa i , per la Prop. 4 renderà 
noto eoa. i'. Inoltre per lo Cor. i. della Prop. 7 si 
determini sen. a'. Ciò posto sarà, per lo Cor. della 
Prop. 6, sostituendo a f l'arco di i',eperciòa af, 
ec. quelli di a' , 3' ec. 
sen.3' = a.cos. i' sen. a' — sen.i' 
sen. 4' s a.cos.i' sen.3' — sen. 3' 
sen. 5' = a.cos. 1' sen.4' — sen.3' 
sen.6' SB a.cos. t' sen. 5' — sen. 4' 
ec. 

Questa operazione, die potrebbesi estendere insi- 
no all'arco di 90°, cioè effettuandola per 54oo archi, 
che vadano sncceasivamente crescendo di 1 ' , si arre- 
sti all’ arco di 60° ; e poi per lo Cor. a. Prop. 7 , 
e con più agevoi calcolo si rinverranno 

sen.(6o®-|-i') = sen.(59®-f.59') -f- sen.i' 
5en.(6o“-f-a') c= sen.(59®-f-58') sen. a' 


sen.6i° = sen.59® sen. 1° 
sen.6a“ a sen.S8® -f- sen.a® 
ec. 

Rinvenuti i seni d^li archi di un quadrante , i 
quali soglionsi distribuire in due colonne verticali , una 
contenente i Koi fino a 45 '’ , e 1' altra , che com- 
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prende i coieni di questi arcbi, cioè i seni da 
a 45° 1 *i potranno calcolare le loro tangenti , e se- 
ganti , 'valendoai all' Dopo delle analogie recate nel 

S- >9- 

Ed ecco esposto il modo di coetrnire con sole o- 
perazioiii della volgare Aritmetica il canone lineare. 

Scolio. 

5 - $7. Siccome nell'uso ordinario di questo cano- 
ne per la risolusione de' triangoli , imbaratzerebbero 
non poco le lunghissime moltiplicazioni e divisioni , 
cbe convien fare ; perciò i trigonometri hanno pensa- 
to di aggiugnere al canone lineare i logaritmi corri- 
spondenti a' numeri in cSf>o contenuti •, vaie a dire han- 
no stabilito un' altra specie di canone , che dicesi lo- 
garilmieo , eh' è quello di coi si fa ordinariamente uso. 
Ed in alcune Tavole si trova a dirittura rapportato il 
solo canone logaritmico, trascurandosi il lineare. Intan- 
to sarebbe assolutamente superfluo Udir qui qualche 
cosa circa il canone logaritmico ; poiché questo trovasi a 
sufficienza spiegato innanzi alle ordinarie Tavole de' 
seni \ ed é facilissimo l'intenderlo a chi non ignora,)’ 
ordinaria teorica de' logaritmi volgari. 
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ForMOLE circolari , CHE OESCCOItSI DUIE rRUP.VII, Vili, 
E Dà' LORO COROLLUIU. 


5. 58 . Dalle forinole rappresentanti il seno, e ’l 
coseno della somma e della diflerenza di due archi , si 
possono ricavare molte espressioni trigonometriche uti- 
lissime , delle quali noi qui appresso recheremo le 
principali , che sono di uso più frequente , e di al- 
cune delle quali dovremo anche valerci a proposito in 
appresso nel presente Trattato. 

5. 5 q. In primo luogo , se per mezzo della pro- 
posizione VII. si cerchi l’ espressione corrispondente a 
sen.(rt^ + 9) , ed a sen.(n^ — f), cioè a sen.(n -|- i)^, 
ed a sen.(n — i)(f , si rileverà , che debbano aver luo- 
go le seguenti due equazioni 

sen.(n.4'‘) ? = sen nf cos.(^ sen.f cos.n^ 

sen.(n— 1) ^ — seu.nf cos.f — sen.f cos.n^ 

le quali sommate danno 

sen.(n-(-i) ^ -f- sen.(a — 1) f ^ a.sen.n^cos.^ 
cioè sen.(/t-|-i) ^ =a.scn.n^ cos.f — seu.(n— 1)^ 
la quale equazione dà il seno dell' arco mollipìice n-|- i 
di un dato, per mezzo de' seni degli archi moìtipUci 
n, n— - 1 dello stesso , e del coseno dell' arco sempli- 
ce . £d essa coincide col teorema delle corde dimo- 
strato nel Cor. della Prop.vi. 

Similmente dalla Prop. vili, si rileverà essere 
cos.(n + 0 f = cos.n^ cos.^ — sen.nf sen.^ 

cos.(/i — 1) = cos.n^ cos.f -f- sen./if sen.f 

dalle quali si otterrà per mezzo della loro somma 

COS.(/l4-l) ^ c=3.COS.;<^ COS .9 — C05.(/I— i)^ 
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equazione che <14 il coseno di un arco moltipliee n-{-r 
di' un dato , per meaio de' coseni di un tale arco , e 
degli altri de' moltiplici n ed A — r del medesimo. Ed 
essa coincide con l’ altro teorema dimostrato nel 5- 4^. 

§. 6o. Dalla prima equazione rilavata in fine del 
5 . 4 ^. si ha 

I 4-cor.a& 

cos."« = -^- T. M 

" a 

equazione che comhinata con 1' altra 

scn.’f = I— cos.’^ * •* 

, , I — C 08 . 2 S 

dara sen.’e = !- N 

* a 

e questa , e la prima M , ridotte per rispetto a cos.^ 
e sen.f , daranno 

a /* + cos.o® 

'««■? = V 


0 . 


COS.l^ 


che sono le espressioni del seno , e coseno dell' arco 
metà , date le stesse linee trigonometriche per 1' areo 
doppio . 

$. 6(. Che se 1' equazione 

sen.af = a sen.f cos.^ * * 

si combini prima con V altra M, dividendo-, cio4-, M 
primo membro di quella pel secondo di questa e vi'- 
ceversa il secondo di (joella pel primo di questa , e<i 
indi ridncendo , si avrà 

sen.aS sen.S 

— ; =s — 1 — => tan&£ 

I 4- cot.ai^ cos.^ 

E sHnilmente cambiiiando la stessa equazione del 
5 . 4? eou l’altra N , si avrà 

sen. aS cos.ffi 

1 1 cot.^ 


— cos.a^ 


seii.^ 


$. 36. 


S'4j- 
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E questi due ultimi ritultameiiti rappresentano la tan- 
gente , e la coUngcute dell’ arco metà espresse nel se- 
no , e coseno deirorco doppio. 

6 a. Le furinole finora recate possono bastare 
|>er far conoscere i principi per la costruzione alge- 
brica del canone trigonometrico ; ed apparterrà all' a- 
nalisi trascendente l’estenderli, ed il renderli si effica- 
ci , ed agevoli per la costruzione delle Tavole , da 
dar risoltamenti di un' approsinazione si grande , che 
• ecceda i limiti del bisognevole ne’ calcoli più accurati, 
ebe dipendono dalla Trigonometna e dal maneggio 
delle Tavole ; ma non è questo il luogo a projiosito 
da esporre tali cose. 

J. 63. Dalle quattro formule de' $5* 4^ ^ 4*) ^ 
ne possono ricavare le seguenti altre , che sono come 
tanti teoremi. ’ 

I. seii.(<f-|- 6 ) + sen.(|. — 6 ) = u.sen.f cos.9 

II. sen.(|i-J- 6 ) — ten.t9 — 9) = a.cos. 9 sen.d 

III. cos.(94-9) + cos.(9— 6 ) = a.cos.9 cos .6 

IV. cos.( 9 — 6 ) — cos.( 9 *l-tìj s= a.sen .9 sen.fl 

5 . 64 . Or se pongasi 9 + 9 = 0, 9 — 9a=/9je 

... O+^/L* f® • .■ I- 

quindi 9 = ■ — , 9z=- : e poi questi valori 

di 9 , 6 sostituiscansi nelle precedenti formole , esse 
si ridurranno alle seguenti. 


X 

cAn Ai 1 Cfsn m —sa 


0-/3 

V • 

SCn 0 » 

a 

a 

VT 

« 

j » + ^ 

sen 


sen.ai sen.j3 

a 

a 

VII. 

cos.z 4 - COS.j3 = 

0 + 19 


atCoSa 

a 

a 

vili. 

C0S./3 — cos.» = 

flt + ^ 


a>stfna • 

a 

a 
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5- 65. E dividendo le due forinole n. v. e vi. 
per r altre n. vii. , li avri 

IX. 

X. 

5 . €6. Similmente dividendo 1’ eqouione ». per 
la X. , li arri 

ien.ft-f-^»-/3 '/■(* + /3) 


sen.a-4-sen./3 

sen. 1/1 (a-f-/ 9 ) 

— unai-if 

coi.a -f- COS ./3 

COI. •/, (a-l-^) 

_ ung.— — 

len.a— sen.jS 

sen.'/, (a— j8) 

. * — 13 

COI. a-f- C 0 I ./3 

cos.y« (a— 

— 


XI. 


ien.« — ien.j9 tang.>/i (a — /9) 

E da queita ai ricava la legnente analogia 


icn.a-f-ien.^ ; aen •— een./3 tang. > : tang. — 

cioè : — La fomma de' seni di due archi ita alla loro 
differtma , come la tangente della temitomma di essi 
archi alla tangente delia lenudifferema loro. 

5 . 67. Inoltre ponendo nell' eipreHione del leno 


• -4-/3 

• il 


invece di f , li oUerrl ' J. 4?. 


• -V /3 • jS 

B.aen. ^ coi.' 

a 3 


deir arco doppio 

XII. ien.(«.f/3) 

5 . 68. Finalmente dividendo ciucuna delle equa- 
zioni n. V. e VI. per qneita xii. , e poi riducendo , 
li avrà 

len.» -f.i<*n./9 coi.% (» — /3) 


XIII. 


XIV. 


ien.(» +P) 
aen.a — ien.|3 


COI.'/, (»-pj 3 ) 
ten.-/,(a— 


sen.(a-|-^) ira. (a -p^) 

E dalle forniole qui recale i giovani potranno 
per loro eiercixio ricavarne facilmente molte altre, cbe 
per breviti qui si tralasciano. 
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PRINCIPII DI TRIGONOMETRIA RETTILINEA. 


II^TRODVZIONE. 

5. 6 g. In ogni triangolo, oltre Io tpazio cbe vi si 
contiene , vi sono pure , com' è noto , tre lati e tre an- 
goli ; e queste sei grandezxe hanno tra loro tal nesso , 
che da tre di esse date , se pur queste non sieno i so- 
li angoli della figura , si possono le altre geometrica- 
mente ed in facii modo rilevare , come si ha dagli E- 
lementi di Encltde. Ma non è cosi di loro , quando 
con valori aritmetici le mie si espongono , e nella stes- 
sa divisa le altre vi si chieggono da esse. Imperoccliè 
essendo trascendente il rapporto de' lati di un trian- 
golo agli angoli eh' essi sottendono , ninna regola per 
r indagine suddetta può mai sperarsi. Ad ottenere quin- 
di la risoluzione del triangolo , sulla quale sono fon- 
date le scienze geodesiebe, ed astronomiche, e della 
quale grandissimo uso bisogna pur fare nelle matema- 
tiche si pure che miste , i geometri antichi escogita- 
rono il seguente espedienti?. Essi costruirono prima il 
canone trigonometrico , che , come si è veduto nel li- 
bro precedente , presenta una tavola di corrisponden- 
za tra i Valori degli angoli e quelli delle loro fun- 
ùoni , cioè delle corrispoadentì linee trigououelrichc ; 





nELLÀ TAIC0^'0ME1nU 


e poi preferissero certi rapporti di quelle funzioni 
a' lati di un triangolo , dal che poi la risoluzione di 
questa Ggnra riescira iàcilUsima a rilesai-si. £d è del- 
la fissazione di questi rapporti , e della maniera di 
applicarli all’ oggetto mi sono destinali , che passere- 
mo ad occuparci nel presente libro. 

Intanto è da avvertirsi , che i risultamenti de’ pro- 
blemi trigonometricamente risultili sono approssiman- 
ti , come approssimanti sono i valori delle linee tri- 
gonometriche che vi si adoprano , e per le operazio- 
ni aritmetiche che su queste si fanno. Ed è da doler- 
si , che nella^oiaggior parte delle Trigonometrie Ele- 
mentari siasi trascurato di ciò avvertire a’ giovanetti , 
non senza loro nocumento. Imperocché nella parte e- 
lemeularc dèlia Geometria , e nella sublime non si con- 
tciuplauo che le sole grandezze geometriche , e con 
metodi esalti e rigorosi tutto vieti quivi rilevato, pro- 
posto e dimostralo ; laddove nella Trigonometria rin- 
vengonsi certe grandezze continue in valori aritmeti- 
ci , e con metodi approssimanti risolvonsi i problemi. 
Ed i giovani passan di volo dall’ un metodo all’ altro, 
c da questo a quello ripiegano , ora contemplando 
le grandezze continue nella loro natura , ed ora(Mt- 
to la mentita forma di discrete ; e spesso non tv' ha 
chi di quel divario gli avverta . Era dunque necessa- 
rio , non solo per ragion di scienza , ma per utile de’ 
giovani , picmetter queste nozioni agli Elementi di 
Trigonometria , che qui imprendo a divisare bceve- 
niciite e con chiarezza. 

$. 70. Dcr. I. I valori numerici de’ lati e degli 
angoli di un triangolo si {lossono chiamare parti di es- 
so. E ciò secondo la frase de’ Trigonomelri antichi. 

5. 71. Dee. li. Risolvere un triangolo è il ritro- 
vare tre delle sei parli del triangolo dalle altre tre che 
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(ieno dato ; M pur quatto uon lìeno i «oli tre angoli 
di tal figura. 

$. <]%. Coa. Quando lieno dati i soli tre angoli 
di nn triangolo , non ai potrà da esri investigare il 
valore de' lati , ma semplicemente la di loro propor- 
zione. Imperocché esso in tal caso sarà dato di sola 
specie ; e potrà averne infiniti altri equiangoli. 

5 - 73. Dar. m. La Trigonometria Piana , o Ret- 
tilinea è la scienza , che propone le regole o prind- 
pj per risolvere un triangolo. 
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riujicmi m la luoLVEioaB se’ tuasdou. 



PROPOSIZIONE I. 

T E 0 a E M A. 

$. 74* ipotenusa di un triangolo rettango- 
lo sta a dascun lato dì esso , come il raggio tri- 
gonometrico al seno dell’ angolo opposto ad un 
tal lato . 

*Jig.ìo. Imperoccki descrÌTasi , col centro A* iutcrrano 
AB , r arco circolare BD , rappresenteri BC il seno 
dell'arco BD , o sia delT angolo BAC , CA ne sari 
il coseno , o sia il seno di CBA • cV è complemento 
di CAB. Adunque stari : 

» $. 3o. AB : BC :: R : sen.BAC * ; 

ed AB : AC :: R : sen.CBA , o sia a cos.BAC. 

CoaoLLAaio. 

5- 75. E dalle dne precedenti analogie si rileve- 
rà facilmente che debba stare : 

BC : CA :: sen.BAC : sen.CBA , o a cos.BAC. 

PROPOSIZIONE li. 

T E o a a M A 

$. 76. In un triangolo rettangolo sta pure 
un lato all’ altro , come il raggio trigonometrico 
alla tangente dell’ angolo opposto all’ altro lato . 
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Ed un lato sta aU’ ipotenuia , come il rag- 
gio trigonometrìco alla segante dell' angolo adja- 
centc . 

Poicbi, »e descrivasi , col centro A* interrano 1 o. 
ÀC , r arco circolare CE ; è chiaro , che CB dinoti la 
tangente dell’ arco CE , e quindi dell’ angolo in A , 
e che AB rappresenti la segante di quell’ arco , 0 di 
quest' angolo. Laonde dovrà stare : 

AC : CB :: R : tang.A 
AC ; AB :: R : seg.A 

e queste sono le due analogie proposte od presente 
teorema. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE ni. 

* a 0 a B X a. , 

r 5. 77. In ogni triangolo i lati sono come i 
acni degli angoli ad essi opposti. 

Dal vertice A* di uno degli angoli del triango-v/Ig- ■ >. 
lo ABC tirisi sul lato opposto la perpendicolare AD , 
si avrà nel triangolo rettangolo RAD 

BA : AD R : sen.B '' • J, -4. 

e quindi 

RXAD = BAXsen.B. 

£ similmente si rileverà, nel triangolo CAP , esser 
RXAD=CAXsen.C. 

Laonde dovrà risultare 
, BAXsen.B = CAXsen. Ci 

e quindi , considerando i seni come linee rette , si ve- 
drà esser * : 

C.4 : BA :: aen.B : sen.C. 

Nel modo stesso abbassando da B la perpendicolare 
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fui lato ÀC (i dimostrerà che sia 

BA : BC :: seo.C : sen.À. 

Quindi , per equalità , K ne conchiuderi anche 
CA : BC sen.B : sen.A. 

Che perciò io ogni triangolo ee. — C.S.D. 

PROPOSIZIONE IV. 


teorema 


$. 78. Se dal vertice di uu angolo di un tri> 
angolo tirisi la perpendicolare sul lato opposto , do- 
vrà stare il lato su cui cade la perpendicolare , alk 
somma degli altri due lati , come la dìfièrenn di 
questi alla difierenza , o alla somma de’ segmenti 
formati dalla perpendicedare , secoodochè essa cada 
dentro , o fuori del triangolo. 


e i3. 


Dal vertice A * del triangolo BAC si tiri sol iato 
opposto BC la perpendicolare AD , la quale cade de» 
tro del triangolo nella figura ta , e fuori nell' altra i3 ; 
dovrà stare BC : BA 4 - AC::AC — AB : CD + DB , ove 
il segno — ■ pel quarto termine della proporzione ha 
luogo se la perpendicolare cada dentro del triangolo , 
e r altro se cada faori di esso. 

Col centro A , intervallo il minore AB degli aK- 
tri due lati , descrivasi il circolo EBF , che interse- 
ghi r altro lato AC in F , E , ed il lato CB in b. 

Ed essendo il rettangolo ECF uguale all’ altro 
BCò sarà BC : CE, o sia CA -f* AB CF, o CA 
—AB : Cb **,6 questa Cb per la figura la è quanto 
CD — DB, e per l’altra i3 è quanto CD+DB, 
Adunque ec. — C.B.D. 


• Cor. pr. 36 Et. Iti. — ” 14 . El. VI. 
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PROPOSIZIONE V. 


TEOREMA. 

$. 79 . In Ogni triangolo obbliquangolo il co- 
seno di un angolo è uguale alla quantità che si ot- 
tiene dalla somma de’ quadrati de’ lati che lo com- 
prendono , meno quello del lato clic gli è opjiosto, 
divisa pel doppio rettangolo di que’ lati stessi. 

Cioè nel triangolo BAC * , per un angolo qna-^g.i4. 
lunqne di esso , come per esempio quello in A , dee 
essere 

AB--f AC»-BC» 

cos.BAC = 

aBAXAC 

Imperocché , se dal vertice B di uno degli al- 
tri angoli del triangolo si tiri sul lato opposto la per- 
pendicolare BD , sarà BC* = BA’-f-AC’+aCAXAD, 
secondocbè l’ angolo BAC sia acuto , o ottuso. 

E Doidkè sta 

I : cos.BAD BA ; AD , 

sarà 

AD = cos.BADxBA 

c perciò 

BC'esBA* -f AC’ + aBAxACXcos.B.AD. 

Or nel caso che 1' angolo BAC sia ottuso , è 
cos.BAD =— cos.BAC •; che perciò ne’ due casi si a-’ S- 
vrà sempre 

BA’ -l-AC’ — BC’ = aBAX ACX cos.BAC ; 

e quindi 

BA’+AC’-BC’ 

cos.BAC 1: . » 

aBAX AC 

Laonde in ogni triangolo er. — C.B.D. 
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Scolio. 


$. 8o. Indicando generalmente per A , B , C i 
Ire angoli di un triangolo , e per a , £ > c i lati che 
gli sono opposti , sarà , pel teorema or dimostrato, 


cos.A= 


£'+c’— a’ 
a£e 


espressione la quale potrà porsi anche sotto 1' altra 
forma 


( y—a' ^ 

%bc 

’} ^®'clie riducesi a * 

(Ht+a ) {.bJre-a ) __ ^ 

“ 2 ÌC 

formola comodissima nel calcolo , per 1' applicazione 
de' logaritmi. 

Inoltre sostituendo a.cos.’ '/> A— t in luogo di 

* S'45.eos.A*, si avrà 

,.COS.. Va A = 
e quindi cos,./. 

che nel calcolo riesce anche più agevole della precedente. 

Finalmente volendo l' espressione di sen.'/i A, 
piuttosto che del coseno- , basterà nella formola di 
cns. A , che risulta immediatamente dal teorema , sostT- 

• J. fio-tuire I — a.sen.’ A in luogo di cos.A “ , si avrà cosi 


I 


a.sen.’ '/j A 


b' c’ — o* 
•ìbe 


cioè sen. ’/j A — 
« 

« quindi sen. A =r 


a'-{b-c)' 


4 £ c 




{a^b — r) («4 

Oc 


r^J 
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Il I 

PROPOSIZIONE VI. 

T C 0 B E M A. 

§. 8i. In ogni triangolo, la somma de’ Iati e 
alla loro difTcrenza , come la tangente della semi- 
somma degli angoli alla base alla tangente della se- 
midilTercnza di essi. 

Si circoscrira ai triangolo ACB * il cerchio, t'fig-tS. 
dal centro O di questo si tirino i raggi OG , OF per- 
pendicolari ai lati ÀC , AB , e congiunto 1' altro rag- 
gio OA, gli si tirino dai punti G, F le perpendicolari 
GL, FH , che rappresentano i seni degli angoli GOA, 

AOF ; finalmente giungasi la GF , e ad essa si tiri , 
dal centro O , la perpendicolare OM. E poiché 1' an- 
golo GOA è uguale all’ angolo CBA, mentre 1' arco GA 
sopra di cui insiste il primo, eh’ è al centro 0 del cer- 
chio , è metà dell’ arco AGC sopra di cui insiste l'al- 
tro , che sta alla circonferenza del cerchio stesso ; e 
r angolo AOF é uguale a BCA , per la medesima ra- 
gione : perciò sarà P angolo GOF c[uanto la somma 
degli angoli B , C j e quindi P angolo GOM , eh' è 
metà dell’ angolo GOF sarà la semisomma degli angoli 
B , C. Di più essendo l'angolo GOK=GOM-f-MOK sa- 
rà esso uguale ad FOM-fMOK , cioè =FOK-haKOM ; 
c perciò GOK — KOF=:aKOM} quindi KOM sarà 
la semidi£ferenza degli angoli GOK, KOF, o sia B, C. 

Or essendo simili i triangoli GKL, FKU , sta 
GK : KF:; GL : FH. Ma GL, FH dinotano i seni 
degli archi GA , AF , e quindi degli angoli in B , C j 
e perciò sono proporzionali a' lati AC , AB , opposti ad 
essi *. Adunque sarà GK : KF :: CA : AB ; e com-*5. 77 - 
ponendo GF : FK :: CA -f- AB : AB j e poi col di- 
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videndo ed invertendo applicato a quella stessa analo- 
gia, si avrà KF : KG — KF :: AB : CA — AB . 
Laonde , per eqnalità , dovrà stare GF ; GK — KF :i 
CA+AB : CA — AB. Ma, presa MN = MK, GN 
sarà uguale a KF , e GK — KF è quanto GK — GN, 
cioè NK. Adunque sarà CA-f-AB : CA — AB :: GF : NK 
o pure GM : MK. Quindi , siccome , preso OM per 
raggio , le MG , MK rappresentano le tangenti degli 

*5- 74- angoli MOG , MOK *, cioè — 9 . , e ^ S. ; perciò 

2 2 

si avrà 

CA+ AB:CA — AB;: tang. ; tang.2.^ 

Cioè la somma de' lati è alla loro dilTerenza et. 
C.B.D. 

A L I T E a. 


S- 8 a. S' indichino con a , /3 gli angoli B , C 
del triangolo ACB ; si rileverà dal 5* 76 , else deb- 
ba stare 


sen.a-{-sen.^ :sen.a — sen./3:: GA-)-AB: CA — AB. 
Ma , dal n. xi. del 6 ( si ha 

B 

scn.s-fsen.jS : scn.si— «en.^ tang. ; tang.— — 

Adunque Sarà pure 

C.\ AB ; CA — AB :: tang.->^^ : tang.*- 

. , B+C B — C 

®'Oè ;; tang.— i — — ;tang. 

a “a 


Digitized by C- ^ogle 


L 1 1 ■ o u. 


49 Caf. a. 


CAP. II. 


ArFLICAZIOint DE'pBlaapl STABIUTC bel PEECZDEaTE 
CAPITOLO all' EPPETTIVA EUOLUZIOBB Os' TEIAEGOLI. 


§, 83. In ogni triangolo , dati dne angoli è an- 
cbe dato il terzo , eh* é il supplemento a due retti 
della somma de' due dati ; e perciò , nel triangolo ret- 
tangolo , se è dato uno degli angoli acuti , sarà dato 
anche 1' altro. Di più in questo triangolo , se sono 
dati due Iati , si conoscerà il terzo , per mezzo del 
Lemma premesso alla Prop. 4- I > o senza ope- 
razioni trigonometriche. 

PROPOSIZIONE vn. 

T B O E B K A . 

84* In nn triangolo rettangolo , dato T un* fig- >o. 
de' lati , ed un’ altra delle sue parti ad arbitrio ; de- 
tenninare le rimanenti parti. 

Gaso i. 

Sieno dati i cateti ÀC , CB . 

Per determinare 1' angolo in B , si faccia 

AC : CB R : tang A * . • J.jg, 

Si renderà nota per tal modo la tangente dell'an- 
golo A j e quindi un tal angolo si rileverà dalle Tarole. 

Caso ii. 

Che se diasi il cateto AC , e l' ipotenusa AB. 

Si troverà l'angolo in B facendo 

AB : AC :: R : sen.B * . * 


Cai>. 5o 


nzLLÀ TKiaoaouETiui 


donile si farà anche noto cpiello in A. E si sarebbe 
trovato direttamente questo , per mezzo della seguen- 
te analogia 

• j. - 4 . AB ; ■ AC R : cos.A ” . 

Caso III. 


E dandosi il cateto AC , ed uno degli angoli a- 
cuti A ; e perciò anche l'altro B . 

Per determinare 1’ altro cateto BC , bisognerà fare 
. R : tang.A :: AC ; CB 

* S- 75-° P'*’^ sen.B : sen.A AC : CB *. 

Ma la prima analogia è da preferirsi alla seconda ; poi- 
ché ha per primo termine il raggio. 

E volendo l’ ipotenusa AB , converrebbe lare 

•5. 76. "• ■■ 

’S- 74-° pttre sen.B ; R :: AC : AB*. 

Caso IV. 


Finalmente dandosi 1' ipotenusa AB , ed uno degli 
angoli B alla base , e quindi 1’ altro A. 

Per determinare un cateto, come AC, si dovrà fare 
• J.^ 4 . R : sen.B AB ; AC’. 

E poiché non resta a fare altra combinazione nelle 
parti del proposto triangolo , oltre le finora indicate ; 
perciò si sarà risoluto il presente Problema — C.B.F. 


PROPOSIZIONE Vili. 


p a o a L E SI a. 


§. 85. In un triangolo obbliquangolo , date 
tre delle sue parti , sempre compreso l’ un de’ lati ; 
determinare le rimanenti . 


I 
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C i s o I, 

Sieno dati iu primo luogo gli angoli in A *, D 'Jig. 1 1 . 
e quindi l' altro in C , ed il lato AB. 

Si faccia 

scn.C : sen.A ;; BA : BC * "7- 

aeu.C : sen.B BÀ : AC 

si arranno per tal modo i lati BC , AC. 

Caso ii. 

Che se diansi i lati AB, AC, e l'angolo C oppo- 
sto ad un di essi lati AB . 

Si troverà 1' angolo in B opposto all' altro lato AC, 
facendo 

AB : AC :: sen.C : sen.B ’ * J. 

Quindi sen.B si farà noto ; e dalle Tavole si rileverà 
r angolo B , per conseguenza quello in A , c final- 
mente il terzo lato BC *. *Cai. i. 

Scol. È però da notarsi per questo secondo Caso, 
che se mai l' angolo dato sia opposto al lato maggiore, 
allora 1' angolo opjmsto all' altro Iato dovrà essere 
necessariamente acuto ; poiché dev’ essere minore del 
dato , e quindi acnto , quando anche quello sia ottu- 
so *. Che se poi l’angolo dato sia opposto al lato mi-’Sa.f/.i, 
nore , coni’é nella fig. 1 3, in cui l'angolo dato C sta 
opposto al lato BA minore di .\C ; allora la specie del- 
r angolo opposto al lato AC sarà dubbia , cioè po- 
trà esso essere acuto , o ottuso . In fatti descrivendosi 
col centro A , intervallo il lato minore AB , il cer- 
chio BEF ; questo dovrà segare il lato BC iu à , e 
congiunta la Kb , apparterranno gli stessi dati si al 
triangolo ABC, che all’altro AòC p per conseguenza 
si sarà in dubbio se risolvasi l'uno o l'altro , a me- 
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no die le drcottanze della quutione non tolgano I' in- 
certezia . 

£d c anclie chiaro , che per sapere il valore di 
BC , bisogni che sia nota la s|>ecie dell' angolo 0]>- 
jiosto al maggiore de' lati dati ; alU-imenti la BC re- 
sterà dubbia. 

Caso ih. 

■/7g.i5. E se sicn dati i due lati BA , AC’ , e l'aiigulu 
in À da essi compreso. 

Si troverà ciascuno degli angoli alla base, facendo 
H+C B— C’ 

* 5.81. AC-)-AB ; AC — AB tang. : tang. . 

Si avi-à in tal modo la tangente dell" angolo , eh’ è sc- 
inidiflerenza degli angoli B , C , e quindi un tal an- 
golo si farà noto dalle Tavole : e se esso si aggiunga 
alla metà della somma degli angoli B , C , si avrà 1' 
angolo maggiore B, se tolgasene, si avrà il minore C . 

£d è facile a rilevarsi dall' analogia sopra reca- 
ta , che quando non occorra di determinare , che so- 
lamente gli altri due angoli del triangolo , i lati din- 
torno al dato angolo non è necessario che sien dati 
di grandezza , ma basti che lo sieno di sola ragione. 

Conosciuti gli angoli in B , C , il lato BC adja- 
cente ad essi sì determinerà pel Caso i. 

ScoL.Talvolta i lati AB , AC non sono dati in nu- 
meri naturali , ma liensi per mezzo de' logaritmi di es- 
si , come avviene , per esempio , allorché ne’ calcol i 
di Astronomia si rilevano le distanze de' pianeti dal 
sole nelle Tavole astronomiclie costruite a quest' uso . 
In tal caso , per evitar di determinare in numeri na- 
turali i suddetti Iati , prima di procedere alla risolu- 
zione del triangolo , il che risulterebbe di grande im- 
paccio , ti potrà usare il seguente ripiego. 
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Si iuppoijga U CA * , eh' è il maggiore de' doe’/fg. 16 . 
Iati , posta ad angolo retto colla BA , cioè come la 
cA , e giungasi la Bc , stari 

BA : Ac , o AC R ; tang.cBA * ' 5- 76 . 

e si avrà rosi l' angolo > BA , il quale , com' è chiaro, 
dovri risultar maggiore di per essere Ac maggiore 
di AB. Si dinoti un tal angolo per a. E poiché 
- tane.a — tang.45® 

* 1 4- tang.aXtaug.45'* * 

AC 

ti avri , sostitoendo per tang.a l' espressione — — * , t * 5 - 

Ad 

per tang.45° , e poi riduccndo, 

. , AC— AB 

Ung.(._45*)=-j^^g, 

e quindi 

AC+ AB : AC — AB :: R : tang.(a — 45») 

Che perciò sostituendo alla prima di queste ragioni 
r uguale di | 

tang.'/s ( B 4-C ) , o cot.'/a A : tang.'/a ( B— C ) 
sarà 

R : tang.( a — 45® ) " cot.yj A : taog.'/a ( B — C). 


Caso IV. 


Finalmente , se sien dati i tre lati BC , CA ,BA,'^g. i4. 
e si cerchino gli angoli. 

L' angolo A si otterrà facilmente , per mezzo di 
una delle due formole esibite nel 5- So* £d un altro 
de’ suoi angoli ti potrà ottenere, o nel modo por' anzi 
detto , o come nel Caso ii. ]|^ da questi due angoli 
resterà poi determinato il terzo. 


Cir. a. 54 


DILLI TalC«HOMET«ti 


SCOLIO. 

J. 86 . Nelle ricerche che si fanno per la risolu- 
zione de' triangoli , bisogna , quanto più si può , aver 
r avvertenza di dedurre ciascuna parte che si cerca di- 
rettamente dalle parti date , evitando d’ implicare nel- 
la determinazione di esse qualche altra parte incogni- 
ta del triangolo , che siasi precedeutemente determina- 
la . Imperocché non essendo che approsaimanli per 
loro natura i quarti proporzionali , che derivansi da 
analogie ove sienvi quantità trigonometriche , e ’l più 
delle volte divenendolo anche tanto meno , per le o- 
perazioni aritmetiche che convien fare , per rinvenir- 
li ; sempre che di qualche parte del triangolo antece- 
dentemente determinata si farà uso iu una nuova 3- 
nalogia , il quarto termine di questa , alle due prece- 
denti imperfezioni che lo fanno deviare dall' esattez- 
za , unirà anche l' altra del non esatto valore del ter- 
mine impiegato. 


i 
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CAP- HI- 

DuLA MASIIILA di DtTraMlnARB I SECMBHTI DELLA BASE 
B LA PBlPE«mCOLABB , Rb’ DIVERSI CASI DI RISOLTIMERTU 
PROPOSTI REL PRECEDER TE CAPITOLO Pe' TRIARGOU OBRU- 
QUARCOU ; B DI ALCDRB ALTRE RICERCHE ARALOGHE. 


5 - 87. Le coDsiderRxioni esposte nello Scolio in 
fine del precedente Cepitolo ci hanno determinato al- 
r o|^tto quassù proposto pel presente , a fin di mo- 
strare in qual modo la perpendicolare , ed i segmenti 
della hase in un triangolo obbliqnangolo possansi ot- 
tenere direttamente dalle tre parti di esse , senia fram- 
mexxarvi altre di quelle che vi erano incognite. 

PROPOSIZIONE IX. 

T B O a B M A. 


88. Nel triaugolo ABC * , dati gli angoli'^g. i4. 
in A , C , e 1 lato adjacente CA -, ritrovare i seg- 
menti AD , OC di questo lato , e la perpendico- 
lare BD , che cade sopra di esso dall’ angolo op- 
posto. 


Nel triangolo BDC sta 

DC : DB :: col.C : R 
£ nell' altro triangolo BDA si ba parimente. 

DB : DA :: R ; tang.DBA, o cot.A , 
Quindi ai avri , per equaliti, 

DC : DA cot.C : cot.A tang.A . tang.C ' 
a quest' ultima analogia si rileva iàcilmente che 


•5. se- 
sia 
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DC- 4 -DÀ : DC— Dà :: tang.À-(-tang.C ; Ung. A — Uag.C 
sen.A Mn C t«n.A sen-C 
co 5 .A"^cos.C ' cos.A cosC 
ten.A cos.C-|-iien.C cm.A sen.Acos C — sen.C coa-A 
cos.A cos.C cos.A cus-C 

* J. 46. ” sen.( A + C ) , cioè sen.B ; »en.( A — C ) 

Che perciò essendo dato quest'ultimo rapporto , e l'ua 
de’ termini del primo , secondo che la perpendicolare 
BD cada dentro , o fuori del triangolo , sarà audie 
dato l'altro iermine di esao ; e quindi si «vrinno i 
segmenti AD , DC della base. 

Per aver poi la perpendicolare BD si osservi , che 
DA = DB col. A 
e . . DC = DB cot.C 

* $. 33 .che perciò ACcsDB ( cot.A -|- cot.C )* 

^dbF — 1 

L sen.A sen.C J 

sen.A cos.C - 1 - seii C cos A T 
L sen.A sen.C J 


sen.A sen.C 
= DB **° ( A + C) 


E quindi 


• $. ai 


DB = 


sen.A sen.C 


AC sen.A sen.C AC sen.A sen.C* 


sen.(A-J-C) sen.B. 

Ed è per mezzo di questa formola , che resta ri- 
solato trigonometricamente il Prob.i. della Sezione iv. 
Cap. u. dell'Aritmetica Universale del Newton. 

Scolio. ^ 

5. 89. Dalla prima parte della soluzione del pre- 
sente Problema si rileva che : 

/ stgmaui di un lata di un triangolo, prodottici. < 


Digitized by Google 



Libro n. 


57 Cab. 3 . 


CAIO dalla perpendicolare che si abbassa dal vertice del'- 
r angolo opposto , sono come le tangenti degli angoli che 
gli corrispondono alternamente. 

PROPOSIZIONE X. 


rXOBLEIIl. 


§.90. Dati i tru lati del triangolo ABC *, esx-’/ìg. 14. 
biro i icgmcnti AD , DC di un di questi , pro- 
dotti dalla perpendicolare abbassata ad esso dall'an- 
golo opposto : e di più una tal perpendicolare. 


I segmenti AD , DC della base si aTrannO facendo 
AC : BC -b BA :: BA— BC : DC + DA * * J. 78. 

Dal quale quarto termine, larà iàcil: riltVarue i seg- 
menti DC , DA , venendo sempre ad esser dati la som- 
ma e la differenza di essi. 

Per ottener poi la perpendicolare BD indipenden- 
temente da’ segmenti AD , DC , si procederi nel se- 
guente modo 

Nel 5 - 80 si è ritrovato essere 


(i-fc — 0) ' 
i e 


cos.'/j A 


=./.vi:- 


'] 


BD 


Adunque sari 

sen.'/a A cos.'/a A , cioè •/. sen.A * o sia * S' 

53>t= ■/ W (^+*=+0) (H^— W (fl-Pi— c) (<H-c— A) 
ac ^ ffc V ' bc 

e quindi 

(Hc-«) (»+i-«) (<>+«-*) ] 
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nella quale espressione , come si vede , basta sostitui- 
re i valori de' lati di un triangolo per aver la per- 
pendicolare, cbe, pel presente caso , cade sul lato b, 
cioè AC, dal vertice dell' angolo B cbe gli è opposto. 
Ed una tal furmoia potrà agevolmente modificarsi per 
gli altri casi. 

Scolio. 

5- 91. Facendo a -f. 3 e = 2/> , sarà a -f- b — 
c = ap — ac, o-f-c — b = ^p — a3, 3-f-c — a = 
a/> — la \ e quindi la perpendicolare BD si potrà e- 
sprimere per mezzo di una semplicissima ed ovvia ri- 
duzione , nella seguente altra maniera più elegante , 
cioè , 

*T^ [/'(/’—<’) {p — *) ip — <^) ] 

E da essa si rileva facilmente , che V espressione del- 
r aja di un triangolo ne' suoi lati sia la seguente 

yj [pip—a) (p—b) {p—c) ] 

cioè : L aja dì un tnan£olo c quanto la radice qua- 

drata del prodotto che ha per Jattori la semisomma de' 
lati , e le tre differenze di ciascun lato da questa. 

PROPOSIZIONE XI. • 


T E U a E M À. 

S- 9’- triangolo ABC * i lati AB, 

BC, c l’ ai.golo ABC da essi compreso ; determinare i 
segmenti ABD, DBC di questo angolo , prodotti dàl-^ 
la pcrp( nlicolare che cade sul lato ad esso opjioslo. 


sarà 


Essendo BD = GB cos.CBD = AB cos.ABD 
CBcos.CBD=:AB cos.CBD 
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e perciò CB : AB cos.ABD ; cos.CBD. 

Dille «pai proporrione è facile rilevare l'altra 
CB-4-AB CB — AB :: cos. ABD-(-co5.CBD : cos.ABD — cos.CBD 
cioè [ 71°. VII. e vili. 5- 64- ] ) 

ABD+CBD _ CBD— ABD ABD+CBD CBD— ABD 


cos. 


; aeti.- 


sen.- 


3 a a a 

e chiamando /3 1' angolo ABD, ed oc 1' altro CBD , sari 

a^.3 oc — B oc+3 a — 3 

CB4-AB : CB — AB :: cos.—— co.s. -c : sen.— — sen. 

I o a fi a 






cos.’/.(»-t-;3 ) _ 

sen.-/a(a + ;3) ‘ cos. 

! i : tang.y, ( » + ,3 )tang.'/.( a — /3 ) 

;i : Ung.y,(LBD+ABD)taug.'A(CBD_ABD) 


E quindi 

Ung. ‘/a (CBD +ABD)Ung. «/a(CBD— ABD) 


CB_AB 


CB + AB 

Che però essendo uoto l’ un de’ fattori del primo mem- 
bro, equivalente a tang. '/a ABC, cioè il primo di essi , 
se la perpendicolare cada dentro il triangolo , il se- 
condo se cada fuori ; resterà determinato nel primo 
caso la differenza de' segmenti richiesti , de* quali era 
data la somma , c nel secondo caso la somma loro , 
essendone data la differenza. E quindi i medesimi ri- 
marranno determinati. 

Scolio. 

$. g3. Quest' ultimo risultamento della soluzione 
del presente problema , dà un' altra maniera di ri- 
il triangolo ABC , dato 1’ angolo ABC, ed i la- 
lo comprendono , diversa da quella esibita nel 
so in. della Prop. vni. del presente Libro. 
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PROPOSIZIONE SII. 

phoblEma. 

"fé- 17 - §. g4- Nel triangolo ACB * , diviso per ine- 

tA un angolo di esso ACB per mozzo dolk CO ; 
si vuol determinare i segmenti che td linea retta 
CD produce nel lato ad essa o[)|>osto ; dati che 
sicno o un tal lato AB, e gli angoli adjaccnti A , B, 
o pure i Ire lati del triangolo. 


Pasti i. Sien dati gli angoli in A , B , e '1 lato AB. 

,, ■ L\ /'fs BDaen.B AOsen.A 

E poiché CD s= — - = — , saranno 

scii.BCD seii. ÀCD 

queste due quantità ultime tra loro uguali j e quindi 
BD : AD :: sen.A ■ sen.B 
D'onde è facile rilevare che sia 
BD-f-AD : BD — AD ::scn.A -{-sen.B: sen.A —sen.B 
: ; lang. i/a(A.f B) : tang. ’/aCA— B). 

Laonde sarà 

A B X tang. '/a (A — B) 
tang. ■/,(A-{-B) 

Quindi avendosi la differenza de' segmenti BD , 
DA , e la loro somma AB , si farà noto ciascun di 
questi. 

Parte ii. Che se sieno dati i tre lati del trian- 
golo ; ciascuno de' segmenti del lato AB si otterrà geo- 
metricamente , per mezzo delia 3. del Lib. VI, di Eu- 
clide , e senza far oso della Trigonometria. 


BD — AD = - 


«U 

* 
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PROPOSIZIONE xin. 


VBOBLBKA. 


§. 95. Trovare i valori dc’scgtocnli ACD , . 18. 

dell’ angolo ACB di un triangolo , prodotti da una 
linea CD , che divide per metà il lato opposto AB ; 
nel caso che sia dato 1 ’ angolo diviso , cd i lati AC, 

CB , die lo comprendono. 


Essendo 


BD sen.B 
scii.BCD 


AD sen.A 
sen.ACU 


saranno uguali queste due espressioni diverse della CD; 
e perciò essendo BD = AD stari 

sen.BCD : sen.ACD scu.B : sen. A AC : BC 
c quindi 

AC+BC : AC — BC scn.BCD-f-scu-ACD ; sen.BCD— sen.ACD 

ii tang.'/i(BCD-f-ACD) : tang.yj (BCD — ACD ) 
che perciò si fari nota 

tang. ’/, ( BCD — ACD ) • 'XI. 64 . 

e per mesto di essa sari poi facile il rilevare i valori ‘ 
degli angoli ACD , fiCD. 
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CAP. IV. 


Di ALCOltl ALTRI CASI IH CUI LE TRE PARTI DATE PER LA RI- 
SOLUZIOHK DI UH TRUHGOLO SOHO DIVLRSAMEHTE COHBIHATE 


5. 96. Oltre le principali comliinazioni di tre parli 
di nn triangolo necessarie per la dclerminazione delle 
rimanenti , del quale oggetto si è trattato nel Cap.IL 
del presente Libro , possono anche aver luogo, per la 
risoluzione del triangolo , diverse altre combinazioni 
di dati , delle quali passeremo ad esporne alcune ne* 
seguenti Problemi. Queste tali combinazioni debbono 
però esser sempre tali, ebe implicitamente contengano 
tre parti date del triangolo , ciascuna indipendente- 
mente dalle altre due. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

19. S-97- Nel li'iangolo BAC *, sieno dati i lati AB, 

AC, c la somma, o la diOerenzu degli angoli B , 
C alla base ; si vuol risolvere il triangolo. 

Poiché sta ; 

AC -1- BA : AC — AB :: tang. — ^ : taiig.i^ ? 

a a 

... B -f C . , B — C , , 

perciò se e nota si otterrà ■ ■ , cU al contrario 

. a 1 
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PROPOSIZIONE XV. 

PIIOBLBWl. 

98. Risolvere il triangolo BAC * in cui sìeao'jtg. ig. 
noli gli angoli , ed AC + AB, o AC — AB. 

Si otterrà la diflerenza de' lati AC , AB , se era 
data la somma di essi , o al contrario la somma se n'era 
data la diflerenza , per mezzo della seguente analogia 
B r g __ ^ 

tang. — - — : tang. — - — : : AC AB : AC — AB. 

PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLEMA. 

99 Le cose date per risolvere il trìangob 
BAC * sicno 1 ’ angolo A , il lato BC cl»e lo soW J!g. ig. 
tende , ed AC + AB , 0 AC — AB. 

Parte i. Sia nota AC — AB. E poiché sen.A , 
sen.B , e sen.B — sen.C sono in ordinata ragione con 
BC , AC , cd AC — AB , sarà 

sen.A : sen.B — sen.C :: BC : AC — AB 
e perciò 

__sen.A ( AC — ABI 
iieu.fi — seu.C 

_sen.(B4-C) (AC — AB) 
sen.B — sen.C 

__sen.V, fB + C) (AC — AB) . • J. 6B. 

sen.i/,(B — C) '*• 

Or ^ sen. •/» (B + C) =: cos. '/» A. 
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Adunque sarà 

dCj 

Faste ii. Sia or data AC -|- AB. 

£d essendo come poc' anzi 

sen.A : sen.B -f- sen.C :: BC : AC -|- AB 
sarà facile per mezzo degli stessi passaggi di poc' anzi 
di ottenere la seguente formola 

cos../,(B-C)=<^° + ^g*^"-'/-^ 

Dvj 

Scolio i. 


5.100. Ottenutosi l'angolo eh' é semidilFérenza dì 
quelli alla base del triangolo proposto , cioè 'Ji (B— C), 
la determinazione de' lati AC , AB ne segue immedia- 
tamente ; poiché nel caso delLi Parte i. del Probi. , 
ove supponcsi nota la AC — AB, la formola delli Par- 
te 11: darà il valore di AC AB : ed al contrario , 
se suppongasi nota la AB AC , come nella Parte ii:, 
la formola della Parte 1. darà il valore di AC — AB. 

Scolio 11. 

5. 101. n triangolo proposto si sarebbe potuto 
V'A' 3o.risolvere prendendo sul lato CA* la CE = ÀC AB, 
o ad AC — AB ; e poi risolvendo il triangolo BEC in 
cui verrebbe ad esser dato 1' angolo in £ , ed i due 
Iati CE , BC ; ma la prima soluzione è preferibile. 

' PROPOSIZIONE XVII. 
pboblbma. 

20. $• loa Sieno dati nel triangolo BAC* 1 ' angolo 

in C , il lato adjacente GB , c la somma o la dif- 
ferenza degli altri due lati , risolverlo. 
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Si prenda n«n’ altro Iato CA dell* angolo dato C 
la C£ = CA -f- AB , nel caso che sia data tal som- 
ma , o pure a CA— AB (piando sia nota questa dif- 
ferraxa degli altri lati del triangolo proposto , e giun- 
gasi la BE 5 si faranno noti nel triangolo EBC due 
lati e r angolo «impreso ,* che perciò esso potrò risoWer. 
si Ed è poi lacile il ravvisare come da Ul risoluaione’^"- 
si possa passare a quella del triangolo proposto ABC.^*^' 

PKOPOSIZIONE xvm. 

raOBiBscA. 

S- io 3 . Risolvere il triangolo BAC * in cui» 11. 
*ien dati il lato BA , l’ angolo C ad esso opposto, 
ed il rettangolo de’ Iati BC , CA che <»inpre&d(«io 
un tal angolo. 

Eanmdo BC*-|- CA' = AB'-f- aBCxCA cos.C% Vt’ n' 
sarà (BC -1- CA)'== AB'4- aBCxCA (cos.C+ ,) 

* .(®^ — CA)'= AB'-f. aBCxCA (cos.C—i) 

donde si ricaverA 

BC -f CA = V [ AB'-f. aBCxCA (cos.C -f- i) ] 

BC — CA sa V [ AB'-I- aBCxCA (cos.C — i) ] 
dalle quali dne 'ultime eepuzioni è tacile rilevare i va- 
lori delle BC , CA. 

Volendo poi i valori degli angoli in B , A , in- 
dipendentemente da quelli de laU BC, CA,si proce- 
derà nel seguente modo 

BA : len.C :: AC : sen.B :: BC ; sen.A * • §. 77. 

Laonde sarà ’ 

BA' : sen.'C :: AC XBC ; sen.A sen.B 
Or sen.A sen.B = y,cos.(A—Bj_iy,cos.(A-f-B)» *S.C 3 .iv. 

= ‘/j cos, (A— B) -I- ■/, cos.C •; *. S' »<>■ 

E se questo valore di sen.A sen.B s'introduca nell’ ana- 

5 
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logia di sopri , si arri , fatte ie conTcnienli riduzioni , 
aACxBCsen.'C 

cos.(A — B)=< — coi.C 

Cile però avendo il valore di cos.( A — B ) , ed essendo 
por noto r altro di cos.( A B ), si potrà agevolmen^ 
te ottenere gli angoli A , B. 

PROPOSIZIONE XIX. 
raoii.BXA. 

5- io4- Conoscendo i tre angoli di un trian- 
golo , e la somma de’ tre lati , risolverlo. 

* fig. II. Essendo BC , CA , AB" proporzionali con sen.A, 

*iz.£lV. sen.B , sen.C ; si avrà * 

sen.A sen-B -|- sen.C : sen.A :: BC -f- CA-fAB : BC 

. 1 . sen.A (BC CA -i- AB) 

e quindi BCc= -i, — ^ ^ — / 

sen.A -{-sen.B sen.C. 

E similmente si determineranno gli altri due lati. 

PROPOSIZIONE XX. 


r a o a L E X. 


’^g. u. io5. Risolvere il triangolo BAC*, in cui 

sia data 1’ aja , 1’ angolo in B , ed il lato BC . 


S’ indichi r aja per M' , sarà AD > 


BC sen.B 


> . Ed il rimanente 


lato AC , e gli altri angoli in A • C del triangolo pro- 
posto si potranno facilmente determinare. 
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PROPOSIZIONE XXI. 


PROaLBMi. 


$. 106. Rivivere il triangolo BAC * , in cui 
sien ' dati l’ angolo B.\G , il lato opposto BG , e la 
perpendicolare AD sopra di questo. 


S* indiclii per A l’ intero angolo BAC. 


Ed essendo sen.C : 


AB sen. A 


BC 


,ed- 


AD 


AD 


sca.B sen. (A -p. C) 


sarà perciò 

^ _ AD sen. A 
~ BCsen.(A+C) 

e quindi 

AD sen. A ,, _ _ 

. — — =scn.(A+C)sen.C 


t= '/» COI. A — '/a cos.( aC A ) 
il quale pareggiamento si ottiene per mezro dell' e- 
qnazione iv. del 5*63, col porre in questa (^ = A -^C , 
e 6:=C. Laonde sarà 


co8.( aC + A ) 


cos.A — 


aAD sen. A 
BC ' 


Dalla quale equazione si ha l' angolo aC A , e quin- 
di il solo angolo C ; e finalmente 1' altro B. 


PROPOSIZIONE XXII. 
PaOBLBlia. 

$. 107. Risolvere il triangolo BAG * , data’^g. 11. 
la base BG di esso , 1 ’ altezza AD , e la diUèreo- 
, za degli angoli G , B alla base. 
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*S-5« 


*flS- > I 


Esprimasi , per iacilU del calcolo , BC per aa , 
AD per i , BD — DC per aj; ; che perciò aari BD 

= a X , CD'= a — X ; e la tangente nota di C B 

sia espressa da p. 


E poiché tang.C =: 
e limilmente tang.B=a 


DA i 

CU a — X ’ 

DA _ b 
DB ~a-|. x’ 
b b 


sarà 


Ung.(C— B) -p=s- 


a+x 


a^x 


a'+b'—x' 


-X* 


dalla qoal' equazione sari agerol cosa rilerare il va* 
lore di X , e quindi quelli di CD , BD , per mezzo 
de' quali potrà poi compiutamente risolverai il propo- 
sto triangolo. 


Scolio. 


5. 108. D procedimento per la soluzione sareb- 
be lo stesso , se in vece della dilTerenza> fosse data la 
somma d^li angoli C , B alla base. 

PROPOSIZIONE xxin. 


raoBLBMa. 

. $. log. B^Ircrc il triangolo BAC *, dato Tan- 

golo BAC , la somma BA -f- AG de’ lati che lo 
comprendono , e la perpendicolare AD , che dal 
vertice di quell’ angolo cade sul lato opposto AC. 

Pongasi BA q- AC — za , BA — AG » ax i che 
perciò Sarà espresso il lato AB da a -f> x , e I’ altro 
AC da a — x . Sia poi AD espressa da é , a '1 co- 
seno dell' angolo dato BAC da p ; sarà : ' 
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eoa. BAD = 


AD 

bT 


ad 

eoa. CAD =c 

AC 


a X 
b 


36 . 


oud' e , che sarà poi 

sen. BAD = [ C" + *)’— ^’ ] * * S- 

e sen.CAD — ■ — ^ ^ 

Laonde essendo cos.BAC = p , sarà * * 5. 4 g. 

P = à ‘— ^ ai’(»’+*’)+i*) ] 

cioè p(a' — x') = b' — (a’ — ^x')’ — a 4 ’(a’-|-*’)+A*) ] 

Dalla qual’ equazione ottenutosi il valore di x , si ver- 
rà ad as’er quelli de' lati BA , AC ; ed il proposto 
triangolo resterà risoluto. 

Scolio. 

5. Ilo. Nel modo stesso si sarebbe risoluto il Pro- 
blema, se in vece di BA AC fosse stala data BA— AC. 


SCOLIO GENERALE. 


y. 1 1 1 . Ne’ problemi precedenti, tutte le volte ebe 
co' dati proposti non si trova determinata qualchedu- 
na delle parti del triangolo , bisogna , che questa si 
cerchi cogli ovvj principj esposti nel Cap. II. del pre- 
sente Libro , dopo di aver esibite quelle , che nel pro- 
blema si trovano determinate , essendo questo per que' 
casi , il mezzo più conveniente per rinvenirle. 


*. 
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DELLA 

TRIGONOMETRIA 

LIBRO III. 


DE’ TRIANGOLI SFERICL 


C A P. I. 1 


Deriaixiosi , b boziobi rnEtivraiiu ^ 


PROPOSIZIONE I. 

T B O B B X 1. 

113 . La connine sezione di mi piano e di 
una sfera , i un cerchio. 

La tfen BFAE * sia segata dal piano ABC) saPfig. 3i< 
quale dal centro O della aiera tirisi la perpendicola- 
re OD ; c presi cminque nel perimetro della seziona 
ABC i ponti B , C , ginngansi le OB , OC , DB, DC, 

E poiché la OD è perpendicolare al piano ABC , 
gli angoli in D aaranno letti *; e perciò i doe triangO'*3. JE/.Xl. 
li rettangoli ODB , ODC , avendo uguali le loro ipo- 
tenuse 0£ , OC , ed il cateto OD comune , dovrars- 
ao avere anche uguaK gli altri cateti DB , DC. Laon- 
de tiatt* i punti del perimetro della sezione ABC so- 
no cquidisUBtì dal ponto D > cV è dentro di tal sc- 
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Cap. t. ja 

z!one ; quindi essa sarà un cerclùo , ed il punto D 
ne sarà il centro — C.B.D. 

CoaOLLÀEIO "I. • ' 

5. 1 1 3 . 11 centro di ogni cercLio , che rappre- 
senta la sezione fatta in una sfera da un piano , è 
dunque quel punto dove questo piano è incontrato dal- 
la {)er]X!ndicolare tiratali dal centro della sfera j e di 
più il quadrato del raggio di questo cerchio è quan- 
to la differenza de' quadrati del raggio della sfera , 
e della distanza del centro di esso da quello della sfera. 

• 4 

CoaOLLAElO li. 

5. ii4- Ciò posto è manifesto , che a misura che 
si minorerà la distane* del rautro di un di que' cer- 
chi da quello della sfera , maggioi'e si farà il cer- 
chio ; e che questo diverrà il massimo , allorché il 
piano che sega la sfera passi per lo centro di questa : 
che perciò. 

5. ii 3 . Dzr. 1. Tutti que' cerchi che hanno per 
centro quello della sfera si dicono massimi, e si chia- 
mano poi cerchi minori tutti gli altri. 

$. 116. Coa. 1. Per due ponti della supc^cie di 
una sfera, ehe non sieno diametraimente,, opposti , no* 
vi passa che un solo cerchio massùno. ‘ 

Poiché il piano di questo , dovendo passare an- 
che per lo centro della sfera , viene a passare per tre 
punti , non posti in linea retta, ,e perciò ■ è deter- 
* a. f/.Xl, minato *. ! 1 

$. 117. Con. 11. Di più; Due ccrvhi massimi in- 
tersecandosi in una linea retta , che passa, per. lo seo- 
tro comune di essi , e perciò è un diameUp , debbono 
dividersi spamblevolmente per metà ; c te loro cireon- 
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Jirenze si verranno ad inierscgare alta disianza di i8o®. 

5, Il 8. Def. II. Quel diametro della sfera , eh’ è 
perpendicolare al piano di un cerchio massimo , si 
dice suo asse : e gli estremi di un tal diametro ne 
sono i poli. 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli al- 
tri cerchi paralleli a quel circolo massimo. 

5- I i9.Coa. È chiaro dall’ addotta deGnizione, che : 

JDue cerchi massimi non possono avere un medesi- 
mo poh . 

Poiché altrimenti la congiungente un tal polo col 
loro centro comune , sarebbe perpendicolare a due 
piani diversi. Di più , che : 

Se per gli poli di un cerchio massimo ne passi un 
altro , gli archi di questo frapposti tra F un de' poli 
e la cireon/'erenza del primo cerchio debbano essere di 90®. 

P R O P O S I Z 1,0 N E U. 

I *■ * ° ■ * >• l4" ' 

, ' " §. lào. Il raggio di una sfera sta' a quello di 
un di lei dcrdiìo tnltioré come il raggio trigono- 
metrico al seno dell’ arco di cerchio massimo , eh' è 
tra la circonferenza del cerchio minore , ed il polo 
di e»so., , 

Sia ABC ’ un cérchio minore , il cui polo sia Ei’fig.zf 
sarii p suo raggio DB seno dell’ arco BE ® j ma nel* §• io,’ 
ti^iangolo rettangolo BDO sta Pipotenusa GB ^ cioè il 
raggio cibila sG;ra al cateto BD , come il raggio tri- 
gonometrico al seno dell’ angolo BOD , o dell arco BE. 
Adunque ec. — C.B.D. 
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CosOLLARIOi 

5- >31. Essendo i raggi di due cerchi come le 
loro circonfcrenac *, c qniiidi come le sessagesime par 
li di queste , cioè come i lóro gradi ; ne segue , che : 

Jl grado di un cerc/àa massimo sta a t/utllo di 
un cerchio minore , come il raggio trigonometrico al se- 
no dclC arco di cerchio massimo , eh' è tra il cerchio 
minore ed il suo polo. 

§. ilo. Drr. III. singolo sferico è la scarnhievole 
inclinazione di due archi di due cerchi massimi sulla 
sapcr&cic di nna sfera. 

5- lid. Dep. iT. Triangolo sferico è poi quella 
porzione di superficie sfèrica , eh' è terminata da trv 
archi di tre cerchi DMseimi. ' 

PROPOSIZIONE m. 

' YEaXEXA 

5 - 134. Se in doc cerchi ^ng«aK si 
una 'Stessa corda; 1 ’ arco più piccolo, che questa 
troncherà dal maggior cerchio , sarà minore dell’’ 
arco, pia piccolo , che la stessa taglierà dal ccrcliio 
minore. 

ySg.ia. Sieno ABK , ABH ' i due cerchi, ed AB 1» 

loro corda comune ; 1 quindi A , B que’ soli punti 
*w. A'i.Ill. ne* quali si potranno intersegare le loro cliconfèrenze*. 

Per gli loro centri F , G si tiri la linea retta EeHK 
e giungansi le BH , HA , BK , RA : inoltre si tiri la 
AeL , e finalmente giungansi le Be, BL . E poichA 
gli angoli AcB , AKB fanno due retti , del pari cW 

* Scol. prop. 3 jirtb- 
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|; 1 ! altri ALB , AHB * ; perciò quelli uranno agoali'ia.A'MII. 
a questi. Ma l’ angolo AKB i minore dell’ angolo AHB." ai. £ 1 . 1 . 
Adunque l' altro angolo AeB dovrà esser maggiore di 
ALB ; e quindi il punto e dell' arco AeB dovrà cade- 
re al di sotto dell' altro arco AEB. E lo stesso dimo- 
strandosi per ogni altro punto dell' arco AeB , ne se- 
gue perciò , else 1 ’ arco AEB dovrà esser maggiore 
dell' altro AeB. — C.B.D. 


A L l T E M. 

J. laS. 1 due cerchi proposti AED , òEc * , siV?<r- a3. 
supponga che si tocchino al di dentro in £ ^ tirisi la 
Mia EiFG pe' loro centri, e s' intendano nell' ano., 
e nell' altro cerchio applicate le corde uguali BC , òc 
perpendicolarmente alla retta EFG : è, chiaro che se 
il centro F del cerchio òEc si supponga scorrere nel- 
la retta FE , finchò il punto K passi in H , cioè Cn- 
chè la le coincida colla BC , ed i punti i , c cadano 
sopra gli sltri B, C ; in tal caso l'arco òBc dorrà ne- 
cessariamente comprèndere l’ altro BE6 , e quindi et» 
seme maggiore. 

.71 • / I N 1 r, U •; i» ;l i 

CoaoLLAaio. 


5. 1 16. Adunque : 

L' ano di cerchio' massimo minore della semirir- 
eonferensa rappresenta la minima distanza , sulla super- 
aci* della ffera , tra i due pumi pe' quali esso passa. 

. Che perciò l’arco di cerchio nmmimo è la misó- 
ra naturale ed unica , anche perchè costante , di ogni 
distanxa sferica , e quindi adopransi esclusivamente ar- 
di cerchi massimi 2>er lati- de’ triangoli sferici . , 


> 


• 1 . . 
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Scolio. ’ . 

'fìg. aj. 5- ' *y • Che 1’ arco circolare AEB * , sia mag- 
giore dell'altro Ad), si rileva facilmente dal princi- 
pin I. stabilito uri libro di Arcbimede sutfa SJera e 
sul Citindi'o ; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli ardii AEB, AeB le tangenti AY , AX 
nel punto A dov' essi intersegansi , e poi si tiri la 
AZ , die divida comunque l'angolo YAX compreso 
da quelle tangenti ; una tal linea retta non potri in- 
tersegare , che il solo arco esteriore AEB. Dal cl>e 
chiaramente risulta , che si pos^a inscrivere in questo 
un perimetro , che non abbia di comune coll' arco 
AeB , die i soli estremi A , B . Ed è facile il vede- 
re , che. si possa anche circonscrivcr sempre all'arco 
AeB un altro perimetro, di cui due lati sieuo parti delle 
tangenti tirate' per gli punti A , B , e clic affatto non. 
interseghi quel primo. Or è chiaro, che esscndol'arco 
AEB maggiore del perimetro in esso inscritto , sia an- 
che maggiore dell'altro perimetro circonscritto all’arco 
AcB , e quindi di un tal arco. 

PROPOSIZIONE IV. 

T E o a E X a. 

$. laS. Se in una sfera si tirino i tre cerchi 
' fig. a4-inassirDÌ ADB , AEB , AFB * , i quali abbiano lo 
stesso diametro AB ; gli angoli sferici in A , o in B , 
che vengono costituiti dalle drconferenze di questi 
cerchi , saranno propoRiooali agli archi DE , £F 
«Irli' altro cerchio massimo , clic ha per astic la AB , 
c che sono posti tra le circonlèrcnzc di que' primi 
cerchi ; cioè , sarà l’ angolo DAE all' altro £AF , 
come r arco DE all’ arco £F. 
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ImperoccM ri prenda 1’ arco DC = DE , e 1’ altro 
FG«=EF , e f' intendano descritti per gli ponti G, G 
gli altri cerchi nsaMimi ACB , AGB : é chiaro , che 
se il punto D passeri in E , 1' angolo sferico CAD 
oombacerà coll' altro DAE ; che perciò essi saranno 
ugnali . E similmente l' angolo GAF tari uguale all' al- 
tro FAE. Laonde l’angolo CAE , e l'arco CE saran- 
no ugualmente multi plìci deli' angolo DAE , e dell'arco 
DE ; come pure 1' angolo EAG , e l' arco £G , sa- 
ranno egualmente oailtiplici dell'angolo £AF, e del- 
r arco EF. Ma è poi vero , che l' angolo CAE ugna- 
glieli , sari maggiore , o pur minore dell'angolo EAG, 
asGondochè l' arco C£ Mri uguale , madore , o mi- 
nore dell’ arco £G . Adunque dovri stare l' angolo 
DAE all'angolo EAF , come l' arco DE all’ arco £F. 
—C.B.V. ig 

CoaoLLlaio. 

$. 1 99 . Gli archi DE , EF essendo proparxiona- 
li agli angoli sferici DAE , EiAF , potranno prender- 
si per loro misura -, che perciò l'angolo sferico DAE 
sari di tanti gradi e minuti , quanti ne contiene l'arco 
DE. Ma dello stesso numero di gradi e minuti è pure 
r angolo DOE al centro del cerchio HEK , il qual 
angolo misura l' inciinasione del circolo BEA al circolo 
DEA ; quindi : 

Ogni angolo ^trico è dello slesso numero di gradi 
e minuti deli angolo cT inclinazione de' piasti de' cerchi , 
le cùvos^erenze de' spsali compresidono C angolo Perico. ^ 

Che perciò potri sempre prendersi questo iu vece 
di quello. E siccome se tirinsi a’ cerchi ADB , AEB 
le tangenti AL , AM nel punto A , 1' angolo LAM i 
quanto 1' angolo DOE ; perciò anche : 
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X' angola LAN compreso dalle tangenti i lati di un 
angolo ferito DAE nel vertice di esso , ri può prendo^ 
re per esfuivaleate alP angolo sferico. 

Scolio. 

5 . i3o. Essendo di 36o° 1' intera cirGonfeienxa 
HEK. , anclie di 36o° dorranno essere tutti gli angoli 
tferici, che si Terranno a formare in A da quanti cer- 
citi massimi si rogliano. £ cosi si potrà dimostrare , ciac : 

eli angoli sjerià verticali tono uguali. 

Gli angoli tferici conseguenti tono ugutdi a due 
retti . 

Ed altre cose , che per brerità n tralasciano di 
qui rapportare . 
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PROPOSIZIONE V. 

TBOEEMÀ. 

i3i. Ogui lato di un triangolo sferico è mi- 
nore di i8o“. 

Imperocckè sieno CD , DA * , due lati di un an-^g. e 5. 
golo iferico ; è egli chiaro, clic per terminare un trian- 
golo sferico , debbano questi esser segati da un terso 
arco AC , prima che si riuniscano in B , alla distansa 
di 180 ° dal punto D. Adunque ec. — C.B.D. 

PROPOSIZIONE VI. 

T B o a I M A. 

$. i 39. La somma dì due lati di un trian- 
golo sferico h sempre maggiore del terzo. 

Sia ABC * un triangolo sferico . Si compia it àt-yig-ìG. 
colo ABD , e preso 1' arco BE = BC , si tiri la cor- 
da £A , ia quale incontri in F il diametro BD , e 
giungami le FC, CA. Or se il cerchio BED s'inten- 
da rivolgersi intorno al suo diametro BD , finché il 
punto E coincida coll’altro C , coinciderà la El’ col- 
la FC , e gli sarà uguale : che perciò , siccome le CF, 

FA sono maggiori di CA , cosi sarà anche la £A mag- 
giore della CA ; e quindi 1' arco EBA , ossia CB -{- 6 A , 
supposto che sia minore della semicirconferenu, dovrà 
esser maggiore dell' arco CA . E se quell' arco fòsse 
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miggiore della semicÌKonierenta , larebbe per consce 
gueora maggiore dell’ arco ebe rimane a compiere l' in* 
tera circonferenza , il (piale , come poc’ anzi , è mag- 
giore dell’arco CA. — C.B-D. 

PROPOSIZIONE m 

- T E o a B M a. 

$. i33. La somala de* tre iati di uo triango- 
lo sferico è sempre mincffe di 36o**. 

Sia il triangolo sferico ADC * , i coi lati DA, DC 
ai proinngliino fino ad incontrarsi di nuovo in B < 
ad essendo AC minore di AB BC, ed AB-f-BC — 36o^ 

ftP - DC , sarà AC minore di 36o**— AD— -DC. Laon- 
de aggiuntovi di comnne AD-}-DC , sarà AC-|-AD-f.DG 
minore di 36o* — C~B.D. 

CoaoLsaaio. 

$. i34- Quindi si potrà sempre supporre, che un 
triangolo sferico sia la base di uo angolo solido, che 
ha per . vertice il centro della sfera cui si appartiene 
un tal triaugolo sferico j cd i cui angoli sono misura- 
•si.El.XIii da' lati * . 

PROPOSIZIONE vm. 

T B o B B M a. 

$. 1 35. Se in un triangolo sferico, preso per polo 
ciascun vertice de’ suoi angoli, sì descrivano tre archi 
di cerchi massimi ; questi incontrandosi formeranno 
un altro triangolo sferico, i cui lati e gli angoli sa- 
ranno supplementi degli angoli e de’ lati del proposto. 
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1 Parti i. Essendoti descritto col polo A ‘ 1 ’ «rco’/fg. a j . 
DE ; è chiaro che il punto E uri distante per go^ 
dall' altro A : ma col 'polo B si é pur descritto 1 ' ar- 
co FE , che perciò lo stesso punto E , i anche a 90° 
di distanu da B ; adunque il punto E sari polo del- 
r arco AB. E cosi pure si dimostra , che D sia polo 
di AC , ed F di BC. Ciò posto , si prolunghi 1 ’ arco 
AB in G , e 1 ' altro AC in H. E poiché GE = 90* 

= DU , tari GB -f DH = 180° = DE -f- GH . Ma 
l'arco GH è misura dell'angolo sferico A*. Adua-*J. isg. 
que r arco DE è supplemento dell’ angolo sferico A. 

Ed in simil guisa si dimostreri essere 1 ' arco DF sup- 
plemento dell' angolo sferico C , e 1 ' arco FE supple- 
mento dell'angolo sièrico B: 

Parti ii. Si prolunghi 1 ' arco GA in L , sari GL 
misura dell' angolo sièriao £. Ma GA = 90° = BL , 
e perciò GA BL , cioè GL -1- AB a 1 80° . Adun- 
que r -angolo sferico E è supplemento dell'arco AB. 

Ed in simil guisa si dimostreri esser 1 ' angolo sferico F 
supplemento dell' arco BC , e I' angolo sferico D sup- 
plemento dell' arco AC. 

Adunque, te in un triangolo sferico cc.—C.B.D. 

PROPOSIZIONE IX. 

T E o a 1 M a. 

i 36 . La somma de’ tre angoli di un tri- 
angolo sferico , è sempre maggiore di 180°, e mi- 
nore di 540®; cioè, maggiore di due retti, c mi- 
nori di sei. 

Parte i. Imperocché, te la somma degli angoli di 
uu triangolo sferico non sia maggiore di i8u° ; la som- 
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ma de' Iati del triangolo supplementale sarebbe 36o°, o 
'*5- i33-ancbe di più. ho cbe ripugna *. 

Parte ii. Che se la somma degli angoli di un 
triangolo sferico potesse pareggiar 54o° , cioè sei ret- 
ti ; o almeno 1’ un di essi dovrebbe esser maggiore di 
due retti , o ciascuno de’ Ire pareggiar due retti. K 
l'una cosa , e 1' altra è impossibile; poiché in tal 
caso di questa stessa graiiderza dovrebbero anch' essere 
*5 lag.gli angoli rettilinei, che rispettivamente gli pareggiano*, 

Corollario i. 

5. iSy. Da ciò segue che : 

Prolungandosi f un de lati di un triangolo ^erico , 
r angolo esteriore è sempre minore de’ due interiori ed 
•5. i3i. esposti *. 

Poiché questi insieme col terzo angolo del trian- 
golo fanno più di 180° ; mentre quello insieme collo 
stesso- terzo angolo sono uguali a 180''. 

Corollario ii. 

5.i 3B. Che se un triangolo sferico abbia uu angolo 
retto , gli altri due potranno essere o anche retti , o 
ottusi , o pure acuti ; ma in quest' ultimo caso ciascu n 
di loro dee esser sempre maggiore di 4^>*- 

Scolio. 

5. >39. La somma degli angoli di un triangolo 
sferico potendo variare da i8o° lino a 54o° , ne se- 
gue , che ne' triangoli sferici non avviene come ne' ret- 
tilinei , cbe dati due angoli è dato anche il terzo : pe- 
rò i Ire angoli di un triangolo sferico non formano 
due dati , come ne' rettilinei ; ma tre distinti . 
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PROPOSIZIONEX. 

T z o a E M 1. 

i4o< Sue triangoli sferici che hanno ì lati 
uguali 1’ un r, altro , e che sono ntJla stessa super- 
£cie sferica , hanno anche uguali gli aog(^ compre- 
si da’ lati uguali. 

Cas.i. Sieno BAC , bac* , i triangoli sferici pro-^38.n:i. 
posti, e primierameote essi triangoli sferici sieno simil- 
mente posti , talché sia BÀ uguale a ba , CA a ca, a 
BC a bc. Sia inoltre O il centro della sfera alla qua- 
le essi appartengono ; e da questo punto s’ intenda- 
no condotti i raggi a' vertici degli angoli di essi 
triangoli . È chiaro che si verranno in tal mudo a 
costituire nel punto O due angoli solidi compresi o- 
gnuuo da tre angoli uguali , 1' un altro ; che però 
questi si potranno far combaciare *; ed allora cadrò 
il punto a in A , e in C , ò in B : quindi il trian- 
golo sferico bae combaceré coll’ altro BAC ; e perciò 
gli sarà uguale. 

Cis.ii. Che se que’triangoli sferici non sieno simil- 
mente posti, e sia il lato BC del triangolo sferico BAC 
da una parte , e 1' uguale bc nell' altro triangolo bac 
dall' altra ; iii tal caso è chiaro , come la figura stes- 
sa lo rappresenta , che i due triangoli sferici BAC , 
bac sieno propriamente quelli, che sottendono due an- 
goli solidi verticali posti al centro O di una sfera. Or 
si vede , che il piano BAòn s' inclini all' altro BCòc 
sotto nn angolo , eh' è uguale si a quello compreso 
dagli archi BA, BC , che dagli altri òa , bc* . Laon-* 

' Veggati la dimostraz, nostra dalla pcop.A £I.X1. 
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de i due angoli tferici ABC, abe lono tra loro uguali. 

E similmente si dimostrerà, che sia 1' angolo ÀCB 
uguale all' altro aci, e l'angolo BAC uguale a Aie. 

Adunque ee. — C.B.D 

CoaoLLAaio, 

$. i4i- Da questa proposizione se ne deriva l'al- 
tra che ; 

Se due triangoli ^erici, posti nella stessa superfi- 
cie sferica, hanno gli angoli uguali, C un F altro ; asnvn- 
no anche uguali , t un F altro , i lati che sottendono 
questi angoli. 

Poiché avendo i triangoli proposti uguali rispet- 
tivamente gli angoli , i loro snpplementali avranno n- 
guali rispettivamente i lati ; quindi dovranno essere e- 
quiangoH ; e perciò i loro suppleraentali , cioè i pre- 
posti , saranno equilateri tra loro. 

E ciò forma una didèrenza essenziale de’ triango- 
li sferici da’ rettilinei. 

PROPOSIZIONE SI, 

X E o a E M A. 

5. 143* trùngoli E&rici , che sono «olla 
medesima superficie di sfera , se hanno due Iati 
uguali a due lati , I’ un 1 ’ altro , e 1 ' angolo com- 
preso uguale all’angolo compreso; ETranno !• base 
uguale alla base . 

y iS.n.i. Cai. i. Sieno ABC , ohe* i triangoli sièrici propo- 
sti , e sieno essi primieramente tali , che i lati uguali 
si corrispondano in modo , che sia BA z^ba ^ BC — he, 
e l'angolo Bc=b. 

Ciangansi le OA , OB , OC , Oa , Oh , Oc, 
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E poicliè l'angolo sferico ABC è uguale all’ altro aAc, 
i piani OBC, Obc si dovranno similmente inclinare agli 
altri AOB , oOS*; che perciò, se l'un angolo solido'}. 1 : 29 . 
ti ponga dentro 1 ' altro , essi dovranno combaciare ; 
ed i punti A , C cadranno negli altri a, c. Adunque 
r arco AC coinciderò coll’altro ae , e gli sarò ugnale. 

Css. n. Che se que' triangoli non tieno similmente < 

posti *, allora congiunto anche il centro O della sfera 
cui essi appartengono , co' punti A, B, C, a, A, r, ò 
chiaro , che essendo gli archi BA , BC uguali rispet- 
tivamente agli altri Ad , Ac , sien pure gli angoli AOB, , 

BOC uguali corrispondentemente agli altri uOA , AOc: 
ma di più i piani AUB , aOb sono similmente incli- 
nati agli altri COB , cOA ; poiché gli angoli ABC , 
abc si sono supposti uguali . Adunque è facile il ve- 
dere , che te pongasi il raggio BO in diretto con 
l'altro OA , debba il raggio AtJ es'.ere in diretto con 
Od , e CO con Oc : che perciò gli angoli AOC , 
eOa saranno uguali ; e quindi anche gli archi AC , 
ae. — C.B.D. 

PROPOSIZION, E XU. 

T E o a a M A. 

$. i43* Se due triangoli sferici di una stessa 
sfera , hanno un lato uguale ad un lato , e gli ango- 
li adjaoenti a questi lati sono anche uguali ; avran- 
no pure uguali i rimanenti lati , I’ un l’altro ; quel- 
li , cioè , che sono opposti agli angoli uguali. 

Cas. I. Primieramente i proposti triangoli sferi- 
ci BAC , Aae* sieno disposti in modo , che ti corri-yi 8 .n.i. 
spoiulaoo gli angoli uguali , talché essendo BA ugua- 
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le a , sia I' angolo BAC=iac , e 1' angolo ABC=aie; 
é manifesto, di' essi si potranno far combaciare , c 
perciò sarà vero ciò die si è qui sopra enunciato. 

Cis. li. Che se gli angoli uguali non si corrispon- 
dano ; allora è cliiaro , die, congiunti i vertici di^li 
angoli (li ciascuno de' triangoli sferici col centro O * della 
sfera, se suppongasi , dirgli angoli uguali AOB , lOa 
sicno verticali j drbbauo , per 1' uguaglianza degli an- 
goli sferici CB.A , eòa, i piani BOC , 40c esser simil- 
mente inclinati allo stesso piano ABòa : clic perciò 
questi nc costituiranno un solo ; ed un solo piano co- 
stituiranno , per la stessa ragione , i due altri pia- 
ni COA , aOc. Adunque le CO , Oc rappresenteran- 
no una sola linea retta ; e quindi saranno uguali il gli 
archi BC , bc , ebe gli alti-i CA , ca — C.B.D. 

PROPOSIZIONE XIII. 

T e o a E M A. 

$. i44‘ angoli alla base di un triangolo 
sferico isoscele sono uguali tra loro. 

Ed un triangolo sferico , clic ha due angoli u- 
guali , ha pure uguali i iati che oppongonsi ad essi. 

PsatE. I. Si divida per metà in D * la base BC 
del triangolo sferico ABC , e per questo punto , e per 
r altro A si faccia passare l’arco AD di cerchio mas- 
simo ; è chiaro che i due tri.inguli sferici ABD , ACD , 
avendo i lati uguali , !' un 1’ altro , debbano avere an- 
che uguali gli nugoli in B , C , i quali sottendono gli 
uguali Iati AC , AB *. 

Paste ii. 11 triangolo sferico BAC * , avendo u- 
guali gli angoli in B , C ; il suo supplemcnlale DI’E 
dovrà avere uguali i lati EF , l'D*. Laonde atìebe gli 
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angoli in D , E saranno ugnali ; e por consegnenxa 
uguali saranno pure i loro supplementi , cioè i lati 
* AG , AB -del triangolo sferico proposto. 

CoROLLABIO I. 

5 . 145 . Quindi : Vn triangolo .ferito , ci' è equi- 
tauro , dev'essere and' equiangolo ; ed al contrario : 

Un triangolo sjerico equiangolo sarà equilatero . 

CoaucLAaio 11 . 

5- i46. Di più, dalla dimostrazione della Parte I . 
si rileva , che 1’ angolo ADB pareggi 1’ altro ADC ’ 
cioè che : 

In un triangolo ^crico isoscele , f arco di cerchio 
massimo , che passa per lo vertice del triangolo , e per 
lo punto medio della sua base , è perpendicolare a questa. 

PROPOSIZIONE XIV. 

T E O a B M A. 

§. i 47 - In ogni triangolo sferico, il maggior \ 
angolo c sotteso dal maggior lato ; il minore dal 
minore. 

Il maggior lato poi è sotteso dall’ angolo mag- 
giore ; il minore dal minore. 

PsaTE I. Sia ADC* un triangolo sferico, in cui'A^.aS. 
r angolo C sia maggiore dell' altro A , e per mezzo 
dell' arco Cd si supponga fatto T angolo ACd uguale 
a quello in A , sarè 1' arco Ad =r Cd ; e quindi I’ arco 
AD , eh' è quanto Ad dD , sarà uguale a Cd -|- dD; 
t però maggiore di CD *. *5- 

Parte 11 , Che se nel triangolo sferico ADC , il 
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Uto AD nippoDgan maggiore dell' altro CD ; l' ango- 
lo G dovrà ester maggiore dell' altro A . 

Poiché nel caao che gli si supponeaae uguale , ta- • 
*{.i44'rebbc l'arco AD = DC*; e supponendoti l'angolo A 
maggiore dell' altro C , risulterebbe 1’ arco CD maggio- 
“part.t.re di AD*. £ runa, e l'altra coaa ripugna alla 
tuj^oaiiione fatta. 

Adunque in ogni triangolo sferico «e. — C.B.D. 
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CAP. I. 

rmUKvu cniuuu rea u auoLcuoiiB oc'niÀacou irnia. 

5 . i48- Pn* breaiU liiooImiiM con A, B, C gli 
angoli di nn triangclo sferico , essendo quale le let- 
lere da noi poste a' vertici di essi , e eoo <s , i , c e* 
sprimeremo i lati di un tal triangolo rispetti vamente 
oj^osti a quelli angoli. 

5 . i4q- Dar. I. La Trigonoaietria imeneo di le 
regole per risolvere su i triangoli sferici lo stesso Pro- 
blema , ebe la Trigonometria Piana risolse su i trian- 
goli rettilinei 1 cioè : 

Date tre di fuelle che didm» parti del triangolo 
rferico , non etcluti i tre angoli *; determinare le Ire'j. i3y. 
parti che rimangono. 

Scolio. 

iSo. Essendo sei le parti di un triangolo sCt- 
lioo , trigonometricaBMBte considerato , delle quali in 
•goi qiiistionc ne debbono esser date tK ^ non t scliist 
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i tre angoli , nc s<’giti; , rl«e le ctombinar-ionl delle par- 
li date a tre per volta , dovrebbero esser venti . Ma 
siccome iu tali combiiiaEioiii alcune contengono la stes- 
sa specie di ]>arti , csselidovene sei nelle quali sono sem- 
pre dati due angoli , ed un lato opposto ad un di 
essi ; sei altre iu ^i sono dati due lati , ed un ango- 
lo ad un di essi opposto ; e cosi pure tre in cui sono 
dati due aiig li , ed un lato adjaccute ; e tre altre in 
cui sono dati due lati , e 1’ angolo conijireso ; perciò 
le venti combinazioni suddette vengono ad esser com- 
prese ne' sei casi seguenti , ne’ quali resterà per conse- 
guenza distinto il Problema generale sopra enunciato. 

1“. Se sten dati i tre lati. 

II®. O i tre angoli. ' 

111®. Se sien dati due lati , e t angolo da etti 
compreso. 

IV®. O pure due angoli , ed il lato che gli è adia- 
cente. 

V®. Se sien dati dite lati ^ ed un angolo ad un 
di essi opposto. 

VI®. O pure due angoli , cd un lato opposto alt un 
di essi. 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi casi 
possono dedursi da' Ire seguenti teoremi. 

PROPOSIZIONE I. 

T E O a E U A . 

i5i. In ogni triangolo sferico, i seni de’ lati 
sono conte i seni degli àngoli ad essi opposti . 

"Jtf.ìn. Sia CBA * un triangolo sferico, i cui lati CB , 
CA , AB sieno ardii di cerdù massinù di una sfera * 
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il cui centro sia S , e giungansi le CS , BS , AS. Ciò 
posto dal vertice di un qii.ilslvnglia angolo C si tiri 
sul piano ad esso op[Kislo ASB la perpendicolare CD ; 
e da D ai Iati SA , SB si tirino le perpendicolari 
DE , DF , e giungansi le CE , CF. Ed essendo il pia- 
no DEC perpendicolare all" altro SAB ", ed SE, ch’e-’i8.XI. 
aiste in questo piano , perpendicolare alla loro comu- 
ne sezione DE ; sarà perciò SE anche normale al pia- 
no CED * ; e quindi alla retta CE che giace in eiso.*d. 4 .xr. 
Che perciò esse ndo le CE , ED perp: ndicolari , nello 
stesso punto E , alla comune sezione SA de' piani SAC , 

SAB in cui esse rispettivamente esistono ; 1 ’ angolo CED 
dinoterà l’inclinazione di tali piani *. E sinjilmente’i/.G.Xl. 
si dimostrerà, che l' angolo CFD sia quello d'imlinazione 
del piano CSB all' altro SB.\. Laonde gli angoli CED , 

CFD, clic rappresentano le inclinazioni de' piani CSA, 

CSB , in cui esistono gli archi CA , CB , al piano 
ASB in cui è l’ arco AB , si potranno prendere per 
gli angoli in A , B del triangolo sferico CAB.* *5.129. 

Or poiché nel triangolo rettilineo CEiD rettangolo 
in D , sU CE : CD :: R : sen.CED * » 5. ,4, 

e similmente nell' altro Iriangolo^rettangolo DCF , sta 
CD : CF :: sen.CFD : R 

sarà * CE : CF :: sen.CFD : sen.CED. •aS.Fl.V. 

Ma CE , CF sono rispettivamente i seni degli arck! 

CA , CB , cioè ò , 0 ; e gli angoli CFD , CED sono 
lo stesso che gli angoli in B , ed in A del triangolo 
sferico CAB. Adunque sarà 

sen.ò : sen.a ;; sen. B : sen..\ 

£ similmente si dimostrerà, che sìa 

sen.d ; sen e sen. A ; seu.C. 

Dalle quali due proporzioni si ricaverà finalmente 
la terza’ sen.ò : sen.c ;; sen.B : sen.C. '«.A/.V'. 

Laonde i seni de' lati di un triangolo sferico, ec. 

— C. B. D. 
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Scolio. 

5. iSa. Dalle tre precedenti proporzioni si rica- 
vano le seguenti equazioni , 

tea.b sen.A sen.o len.B 
aen.a sen.C = wn.c aen. A 
lea.b sen.C = sen c aen. B 

Per mezzo delle quali ai rnolvono facilmente i caai 
enonciali ne' precedenti numeri v e vi , come si vedrà 
qui appresso. 

PBOPOSIZIONE n. 

T E O a ■ M A. 

$. i53. n coseno dì un lato di un triangolo 
sferico , è uguale al prodotto de’ coseni degli altri 
due lati , aggiuntovi il prodotto de’ seni di questi 
nel coseno dell' angolo da essi compreso. 

Si supponga fatto l’ apparecchio stesso del prece- 
*fif. So.dente teorema , e poi dal punto E * ai tiri la EG 
perpendicolare alla SB , e per D si tiri alla stessa SB 
la parallela DH. Ed essendo gli angoli GES , GSE 
uguali ad un retto , essi parcggcranno l' angolo SED, 
eh' è retto : laonde togliendo di comune l'angolo GES, 
resterà 1 ' angolo GSE , o BSA uguale ad UED. 

Or nel triangolo EHD rettangolo in H, dev' «vserc 
• 5. 74. HD = DE sen.DEU’ -a DE sen.BSA = DE sen.c 
Ed è poi 

DE = EC cos.DEC = sen.àoos.A. 

Laonde sarà 

HD = ien .4 sen.c eoa. A = GF . 

Ma SGa SE cos.EàG = SE coa.c 

ed SE = SCcos.ESC ss i Xon*>^ > 
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prendendo il raggio SC della sfera A6DC per raggio . 
trigonometrico , e quindi = f . 

Adunque sari 

SG = eot.b eoa. e. • 

Per lo' che etiendo 

SF=SG+GF, 

sari , sostituendo cos.o ad SF , e per SG i e GF , o Dii 
i loro rispettivi valori trigonometrici quassù ritrovati : 
cos.a =s cos.d cos,c -4~ sen.c eoa. A 

£ poiché tal dimostrazione regge ugualmente per 
cos.a , che por cos.4 , e par cos.e ; perciò , trasmu* 
landò neirequaiion precedente 1' a in 4, o in c; e 
corrispondentemente l' A in B ^ o in C ^ se ne otter- 
ranno la altre due 

cos.4 = cos.a cos.c q- sen.a sen.c cos.B 
oos.e cos.4 cos.a aen.4 sen.a C 0 S|C 

Ed in generale il coseno di un lato è uguale ec, C.B-D. 

CoaoLLABio I- 


5- 154 . Se nella prima equazione di questo teo- 
rema si sosUtuisea il valore di cos.c preso dalla terza 

sen.a sen.C , 

di esse . e l'altro di sen.c s* , che ss n- 

’ . sen.A 

cava dalla seconda equarione dello scolio precedente , 

risulteri _ 


SMS.OE9COS. 


.4(cos.4 cos.a-(-sen.4 sen.a cos.C)-|-sen.4 sen.aren.CX 


cos. A 
sen. A 


COS.A 


WS. A , 

dalla quale y prendendo il valore di ^ > wra 


eoa. A cos.a (I — co s.‘4)--sen.4 sen.a cos.4 coa.C. 

oot.A— — sen.4 sen.a sea.C 

£ pone odo in tal' espressione sen, '4 per i — c«.’4 35- 
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cos.a _ cos.C , 

cot. a per — • , e col. C per , u avrà 

* aeu.a sen.C 


cot. A = cot. a ' • — oos.o cot.C 

sen.C 

£ se in vece ili eliminar dalla prima equazione COS.c, 
e sen.C , si fosse eliminato cos.i , e sen.i , si sarebbe 
trovato ugualmente 

sen. e _ 

cot. A = COt.O- — C05.C cot.B. 

sen, U 


CoROLLlalO II. 


5 . l55. Eliminando similmente nella seconda e> 
^nazione del teorema cos.c , e sen e , o pur cos.a , 
e sen. a , si otterrebbero i due valori di cot.B analo- 
gbi a’ poc’anzi rinvenuti per cot. A. E nel modo stes- 
so, coir eliminazione di cos.a, sen.a , o pur di cos.i, 
sen.^ nella terza di esse, si otterrebbero due espres- 
sioni corrispondenti a cot.C , cioè si avranno le se- 
guenti quattro formolo 

„ . i'cn. a _ 

cot.B = cot.n — cos.acoUC 

sen. L 


»CII, I. - 

cot.B=col.i— — • — cos.c cot. A 
sen. A 

_ sen, a _ 

cot.C=cot.c — — cos.a cot.B 

sen. B 

. _ sen. 6 , . 

cot.C Bcot.c — cos.ocot.A 

seu. A 


Ma tali formole di cot.B , e cot.C , come di leggie- 
ri si comprende , e come lo mostra anche la sempli- 
ce inspezioue di esse , si possono facilmente ottenere 
permutando nelle due gii avute per cot. A , 1' A in B , 
o in C, e r a in i, o in c. E noi in appresso, tutte h 
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Tolte , elle ottennUji una forinola per un caso , si cer- 
cassero le altre pe’ casi analoghi , ci limiteremo ad in- 
dicare il semplice cambiamento di lettere , che dovni 
farsi in quella per ottener queste. 

Scolio. , ' 

r 

5 . i56. Siccome , dato il seno di un arco , è an- 
che dato il suo coseno ; cosi ciascuna delle tre equa- 
zioni del presente teorema, la quale esprime il rap- 
porto , che v’ è tra un lato di un triangolo sferico co- 
gli altri due , e coll’ angolo che questi comprendono , 
non contiene che solamente quattro grandezze indeter- 
minate ; e perciò è chiaro , che date tre di queste si 
potrà determinar la quarta. Cosi, sesien dati nella pri- 
ma equazione sen.ò , sen.c , e cos.A , vale adire due 
lati , e l'angolo compreso , si potrà determinare il ter- 
zo lato. E se fossero dati i tre lati, e quindi cos.a, 
cos.i , cos.c , sen.ò , aen.e, ai potrdibcro determinar 
gli angoli- 

Qui appresso faremo vedere , come per mezzo del- 
le equazioni suddette, e di quelle de' corolla rj si pos- 
sano risolvere compiutamente tutti i casi contenuti ne’ 
nuffl. I. e 111. del 5- ‘5o. 

PROPOSIZIONE III. 

TBOZEStl. "S 

J. iSj. Il coseno di un angolo è uguale al pro- 
dotto del coseuo del lato opposto , ne’ seni degli al- 
tri due angoli , toltone il prodotto de’ coseni di 
questi . 

DìboUbo A', B', C' gli angoli del triangolo fup- 
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plemenUle d«I proposto, ed a', b', </ i lati di esao j sarà 
•5.153. cos.a'r= cos.b' cos.c'-^-sea.b' seu.c' coi.A' ’ . 

Ma 

• 5- io.cos.o'= — cos.A’, cos.i'= — COS.B ; cos.c'as — cos.C 

• 5. 1 i.sen.i'= sen.B *; scn.c'= sen.C , cos.A'ss — cos.a 

Adunque , fatte queste sostituzioni , e poi molti- 
plicando per — 1 il risultamento , si avrà 

COS.A = cos.a sen.B sen.C — cos.B cos.C 
£ cambiando in quest' equazione una volta l' A in 
B , e r a in à , ed al contrario ; ed un altra volta 
r A in C , e r a in c , ed al coulrario , si otterran- 
no le altre due analoghe per cos.B , e cos.C , cioè 
COS.B cos.è sen.A sen.C — cos.A cos.C 

cos.C = COS.C sen.B sen.A — cos.B cos.A 

1 _ ■ 

CoaOLLAElO. 

.t>" 5- Se sull'equazione 

'!ff COS.A 9B cos.a sen.B sen.C — - cos.B cos.C 

si facciano le stesse operazioni , che si sono fatte nel 

-eoroN. i. del teorenu precedente , si otterranno per 

-oot.a le due seguenti espressioni , cioè 

. sen.B _ 

eot.a css col. A -t- cote cos.B 

sen. c 

. sen.C . , _ 

cot.o c= cot.A 4 - cot.6 cos.C 

ten. b 

£ praticando in queste lo stesso cambiamento di lette- 
re poc'anzi indicato, si. avranno due tètre formole per 
col.*, e dne altre per cote, ei«)4^. ^ 

cot.t = 'cot.'c coslA ■ ■' 

. .l-sdjv 

sen.C 

• . col.» «a òa(.B -- — roto cos.C .ii 

sen. a * 
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cot.c = cot.C — 4 - cot.i cos.A 

scn. b 

_ sen.B _ 

cot.c = cot.c 4 - cot.a cos.» 

ten. a 

E questi valori di cot.a , cot.i , cot.c si sarebbero 
anche potuti avere risolvendo , per rapporto a tali 
quantili , le equazioni ottenute ne' 5 $- >54 i iS 5 , e- 
sprimenti i valori di coLA , cot.B , cot C . 

Scolio i. 

5 - iSg. Da ciascuna delle tre equazioni -rinvenute 
nel presente teorema si rileva , che dandosi in un tri- 
angolo sferico due angoli , e '1 lato che gli è adjacente , 
si possa determinare l'angolo opjioslo a questo. Cosi , per 
esempio , nella prima di esse , dandosi sen.B , sen.C , e 
quindi cos.B , cos.C , e di più cos.a , si farà noto cos.A . 

E dandosi i tre angoli , si potrà per mezzo di esse de- 
terminare ciascun lato. Vale a dire , che da questo terzo 
teorema restano risoluti gli altri casi compresi ne’ numeri 
li. e IV. del j. i 5 o , come più appresso làremo vedere. 

Scolio ii. 

5. 160. Se in ciascuna equazione del teorema prec.*,' 5 . iS^. 
si passi a determinare il coseno di quel lato che in essa 
si contiene , verrà questo espresso nel seguente modo 
( prendendo , per esempio , a maneggiar la prima di 
quelle equazioni) 

COS.A -l-fo.s.Bcos.C 

cos.a = ■ 

seii D sen.C 

Che se ciascuno de* tre angoli del proposto triangolo 
sferico sia acuto , risulterà positivo il secondo mem- 
bro di questa equazione , e tal sarà però cos.a , e 
quindi a minore di 90°. Laonde ; 

Se gli angoli di un triangolo sferico sono acuti , 
ciascun lato di esso è minore di 90®. 

7 


Digitized by Google 


Gir. >■ 98 


SILLà TmCOIlOHETm 


CAP. II. 


BiDUZIOHE deile FORMOLE FRECEDEnTI , HEL CASO CHE 
IL TIIAECOLO sferico abbia va AECOLO RETTO. 


5. 161. Le forinole seinplicissimc , che si sono 
ne’ precedenti numeri rinvenute , e per mezzo delle 
quali con facilU risolvonsi i triangoli sferici , come qui 
' appresso faremo vedere , restano agevolmente modifi- 
cate nel caso , che il triangolo sferico abbia un ango- 
lo retto. 

Per ottener queste riduzioni , si supponga , che 
^^. 3 i.il triangolo sferico ABC* abbia retto l’angolo in A; 

e quindi che il lato a ne sia l’ ipotcnusa : egli è chiaro, 
•5. afi.che dovrà in questo caso esser seu.A= i*, ecos.A=o*. 

5. i6a. Ciò posto , sostituendo i per scu.A , 
nelle prime due analogie recale in fine del $. i 5 i , 
esse ridurrausi a queste altre 

sen.a : sen.A :: 1 : sen.B 
seu.a : sen.c :: 1 : sen.C 
Dalle quali si rileva , che : 

Jn ogni triangolo .tjerico rettangolo , il seno deW 
ipotenusa sta al sena di un lato , come il raggio al 
seno delC angolo opposto ad un tal lato. 

5. i 63 . Inoltre ponendo o per cos.A nella prima 
equazione del §. i 53 , questa si ridurrà a 
cos.a = cos.ò cos.e 

e quindi si rileverà essere 

I : COS.4 cos.e : cos a 

cioè ; — da agni triangolo sferico rettangolo', il rag- 
gio sta ai coseno di un lato , come il coseno delT al- 
tro lato al coseno dell ipotcnusa. 
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5. 164. Or le due formole esprimenti co«.B, cos.C 
rinvenute nel 5 - 1 57 riduconsi nel presente caso a 
cos.B = cos.iscn.C 
cos.C = COS.C sen.B 

e queste due equazioni danno le seguenti analogie , 

1 : C0S.6 sen.C : cos.B 
1 ; COS.C :: sen.B ; cos.C 


ciascuna delle quali indica , che ; 

/« cgni triangolo sferico rettangolo , il raggio sta 
al coseno di un lato , come il seno delT angolo adjacen- 
te al coseno dclC angolo opposto. 

5. i 65 . Ponendo cos.A = o nella prima equazio- 
ne del 5- 157 , essa diverrà 

cos.a sen.B sen.C — cos.B cos.C c± o 
che risoluta per rapporto a cos.a , dà 


cos.B cos.C „ „ 

cos.a = :r- X = cot.BXcot.C 

sen.C 


sen.B 
cot.B 

cioè* cos.a = o pure 

Ung.C 

Da' quali due pareggiamenti si ricavano le seguenti 


rol.C 

tang.B 


’S > 8 . 


I : cos.a :: tang.C : cot.B 
I : cos.a :: tang.B : cot.C 
ciascuna delle quali dà luogo al teorema , che : 

In ogni triangolo ferico rettangolo , il raggio sta 
al coseno delT ipotenusa , come la tangente di un an- 
golo alla cotangente delC altro. 

5. > 66 . Siccome essendo l'angolo A di 9 ^*> il suo 
complemeuto è zero , cosi cot.A = o ; il qual valo- 
re sostituito nelle due espressioni di cot.a recale nel 
5. i 58 , darà 


cot. a =3 cot. c cos.B 
cot. a = cot. b cos.C 
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£ da queste à ricaveranno le seguenti altre dne a- 
nalogie 

I : cos.B :: cot.r : cot.a , cioè :: tang.a: tang.c* 
I ; cM.C cot.è : cot.a , cioè :: tang.a : tang.i' 

Le quali indicano , che : 

In ogni triangolo sferico rettangolo , il raggio sta 
al coseno , di un angolo , come la tangente dell ipote- 
nusa a quella del lato adjacenle ad un tal angolo. 

5.167. Finalmente ponendo sen.A=i, c cos.A=o 
in que’ valori di cot .4 , cot.c dei 5- *58 , ne’ quali 
si contengano le sudilette linee trigonomelriclie dell'an- 
golo A , essi ridurrausi a’ seguenti 

cot.B 

cot.i 

seii.c 

cot.c 

cot. c = 

ten.p 

e quindi sarà 

1 : sen.c cot. è : cot.B , o sia :: lang.B ; tang.A 

I : scn.è cot.c : cot.C, o sia ;; tang.C : tang.c 

dalle quali due analogie si lia ]>oi permutando 
I : tang.B sen.c : tang.è 

I : tang.c sen.è : tang.c 

cioè : — In ogni triangolo ferito rettangolo , il raggio 
sta alla tangente di un angolo , come il seno del lato 
adjacente ad esso alla tangente del lato che gli è opposto. 

CoROLLAaiO I. 

5. i 68 . Essendosi dimostrato, nella prima analo- 
gia del 5 - prec. , che stia 1 : tang.B :: sen.c : tang.à , 
.siccome sen.c è sempre dello stesso segno del primo 
termine di questa prop}rr.ione , il qual rappresenta 
il seno massimo , cosi dovrà pure tang.B essere del 
segno stesso di tang.à. E siuiilmcute , rilevandosi dal- 


Digitized by Coogle 



L 1 B K O IT. 


lOI Cap. 3 . 


la seconda di esse , che tang.C debba sempre e&ere del 
seguo slesso di tang.c , si potrà conchiudere , che; 

Ne' triangoli sferici rettangoli , ciascun lato è del- 
ia specie stessa dclt angolo , che gli i opposto : 

Cioè clic il numero de* gradi per ciascun di essi è o 
minore di yo°, o pur maggiore. 

ConoLLAaio li. 

§. i 6 g. Inoltre , nella stessa analogia indicata nel 
coroll. preced., tessendo i ^sen.c, dovrà essere anche 
tang.B > tang.i. E debbono essere I' angolo B elis- 
io i della stessa specie *; quindi se mai i segni di que-’$,i68. 
sle tangenti sieno positivi , cioè , che B , 6 sieno archi 
ciascuno minore di 90°, sarà B>à; se poi saranno 
negativi, e perciò B , i ciascuno maggiore di 90°, sa- 
rà B ^ ò. E veriGcandosi lo stesso per gli archi C, c, 
si rileverà , che : 

Ae’ triangoli Perici rettangoli , ogni angolo obbli- 
quo non può mai esser minore , se acuto maggiore , 
se Ottuso , del lato che gli i opposto. 

CoaOLLARIO lU. 

5. 1 70. Che se da un punto B*, sulla superficie di*/fg. 36 . 
una sfera, si tiri alla circonferenza di un cerchio mas- 
simo di essa 1 * arco perpendicolare ABA', e sia BA^90°, 
e però B.A'^go”; è chiaro che condotto ad un qualun- 
que altro punto C di quella circoufei-enza 1 * arco di 
cerchio massimo BC, debba risultare acuto 1 * angolo BCA, 
ed ottuso r altro BC.\’ ; e però BC>BA e < di BA'. 'J. i68. 

Che però : Nel triangolo Perico rettangolo ogni 
lato minore di go° è minore dell' ipotenusa ; ed ogni al- 
tro maggiore eli go” è maggiore dell ipotenusa. 
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CAP. III. 

AppLICÀZIOSB de’ PRIBCIPJ stabiliti be' ode PAECEDEBTt 
capitoli ALL'ErPETTITA BISOLDZIOBE De’ THIABCOLI SFSRia. 

5. 17 1. Le parti di un triangolo sferico possono 
in modo combinarsi tre a tre , come si è veduto jiel 
5. i 5 o, die ne risultino sei casi assolutamente diver- 
ti , alla risoluzione de' quali sono sufBcienli qiie' prin- 
cipj , cbe dal 5- iSi in poi abbiamo stabiliti , come 
passeremo a mostrare ne' seguenti $ 5 - Intanto per ser- 
bare , per quanto si può , 1 ' uniformità di questo Trat- 
tato con quello di Trigonometria Rettilinea , ed anclie 
per proceder gradatamente , iucominceremo dalla 

RiSOLDZIOBE De’TEIABCOLI SFEBICI RETTAIfGOLI. 

S- ’7*' S* triangolo sferico EAF * avesse ret- 
ti i due angoli sferici in E , F ; dovrebbero i piani 
de' cerchi AEB , AFB esser perpendicolari a quello del 
cerebio IlEFK , al quale sarebbe per conseguenza an- 
che perpendicolare la comune sezione BA di que' pri- 
mi cerchi. Laonde il punto A , essendo il polo del 
cerchio HEFK, gli archi AE, AF, cbe sono que' lati 
del triangolo sferico proposto, i quali sottendono i suoi 
due angoli retti , dovranno esser ciascuno di po°. Ed 
al contrario si vede dii Bramente , che se i lati AE , 
AF del triangolo sferico EAF fossero ciascuno di 90®; 
gli angoli in E , F di tal triangolo , opposti a que' Iati, 
dovrebbero esser retti. Adunque in un triangolo sfe- 
rico , che ha due angoli retti , il valore de' lati opposti 
a questi si ha per la natura stessa di tal triangolo . 
Ma poiché di qncste quattro cose date, due si hanno 
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per immediati consegueazi dalle altre due; perciò esse 
non sono in realU che due soli dati distinti, e quindi 
non si potrà per mezzo loro risolvere un tal triangolo , 
cioè determinare il rimanente angolo ,’ed il lato che gli 
è opposto ; tanto più, che come facilmente s'intende, 
questi dati possono appartenersi non solamente al trian* 
golo EAF , ina ad ogni altro DAF , CAF, ec., ne' quali 
il rimanente angolo , ed il lato opposto ad esso si varia- 
no continuamente. Quello che solamente si sa è , che 
il terzo lato , ed il terzo angolo sono uguali tra loro , 
sicché dato 1' nuo si ha anche 1’ altro : che perciò se 
il terzo angolo EAF si fosse supposto anche retto, il 
lato EF sarebbe pure di go°. Vale a dire , che UH 
triangolo sferico, che ha tre angoli retti ha tutti i tre 
lati di go° , e quindi resta da se stesso risoluto . A- 
duuqne non rimane a considerare pel nostro oggetto , 
che solamente que' triangoli sferici rettangoli , che han- 
no un solo angolo retto ; il che esegoirémo nel seguen- 
te Problema. 

PROPOSIZIONE IV. 

riOlLESIA. 

§. 173 . In un triangolo sftTÌco rettangolo , date 
due delle sue parti , oltre 1’ angolo retto ; deter- 
minare le rimanenti. 


Caso I. 

Sien dati i cateti CA , AB * [5, c] , e si cer-yjf.3i. 
chi r ipotenusa , e gli altri due angoli. 

i.° L'ipotcnusa 6C [a] resterà determinata per 
mezzo dell' equazione 

cos.a 1=3 cos.i cos-e* *5-i63- 
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della quale ai fari noto coa.o , e l' arco a appariri 
dalle Tavole, Se però cos.a risolti negativo , un tal 
arco sarà il supplemento di quello , elle nelle Tavole 
* §. ao.ti sari rinvenuto 

a”, L' angolo fi , e I’ altro C si avranno poi per 
mezzo delle due seguenti equazioni , ricavate rispetti- 
vamente dalle due analogie stabilite in fine del 167. 


tang. fi = 


tang.ò 

seu.c 


tang. C = 


tang.c 

sen.ò 


Caso 11. 


Che se diasi nn cateto AC [ & ] , e l' ipotenusa 
BC [ 0 ] j e si cerchi 1 ' altro cateto AB , e ciascun 
degli, angoli fi, C alla base. 

1°. 11 cateto Afi [ c ] resta determinato dall' e- 
quazione 


‘5 ' 63 - 


,$166. 


cus.ò 

3.° L' angolo obbliquo C adjaceiite al lato dato 
resta determinato dall' equazione 

ta. g.o 

3 .® E r altro angolo acuto fi , clic gli c opjioito, 
si otterrà per mezzo dell' equazione 


sen.B = 

j La specie di un tal 

bene espres.sa dal seno ; 
itfS.qucUa del lato AC, che 


sen.A ^ 
sen.a 

angolo non sarà dubbia , soh- 
poichè dee esser la stessa di 
gli è opposto*. 
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E dandosi l' ipotena sa BC [ a ] , ed un degli an- 
goli obkliqui B. 

I .* 11 lato BC [/» ] opposto a quest' angolo si ot- 
terrà per mezzo dell’equazione 

sen.à=sen.a sen.B * * 5 . 161 . 

Kè la specie di un tal lato sarà dubbia*. * 5 . 168 . 

a.° L'altro lato AB [c] adjacente all'angolo B re- 
sta determinato dall' equazione 

tang.c=cos.B tang.a * . • 5-i66. 

3.® Finalmente il riraaneute angolo C vien deter- 
minato dall' equazione 

cot e =cos.o tang.B* * 5-'6^- 


C a s o IV- 

Cbe se diasi un lato AC [à ] 1 e 1' angolo C ebe 
gli è adjacente. 

I.® Si avrà l' ipotenusa BC [a] per mezzo del- 
r equazione 

tang. h _ 

tang.a = ■ *5*66. 

cds.L 

a.® L’altro cateto AB [c] si avrà dall'equazione 

tang.c = tnng.C sen.i* * 5 - 167 . 

3.® Finalmente per avere il rimanente angolo B, 
si dovrà far uso dell' equazione 

cos B = sen.C cos.i* *5-i64- 

Caso v. 


Se poi diasi il lato AC [i] > c 1’ angolo B cbe 
gli è opposto. 

1 .® L’ ipotenusa BC [ o 3 si avrà col fare 
sen. A 

s«n.a= — S- i6*- 

seu.u 
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a " L' altro cateto AB [c] >i avrà per mexxo del- 
r equazione. 

tane, b 

■•t.167. wn.c = —2 — • 

^ ^ Uijg.B 

3 .° Ed il rimanente angolo C si otterrà dall'e- 
CCS B 

<iuasi°“® sen-Cca 

^ ^ cos. b 

Questo raso à dubbio ; poicliè è chiaro , che prò- 
^g.Si.lungandosi ì Iati BC , DA' del proposto triangolo sfe- 
rico finché s'incontrino in D , l’angolo B sarà ugua- 
119. le all’ altro D * ; che però gli stessi dati si apparter- 
ranno si al triangolo sferico BAC , che all' altro DAC. 
Laonde non si potrà mai venire in cognizione se l' i- 
potenusa del triangola che si risolve , sia l'arco BC mi- 
nore di un quadrante , o pur 1 ' altro DC , che n’ é il 
supplemento . E similmente non potrà determinarsi , 
se r altro Iato e l' angolo ignoti siano BA a BCA , o 
pure i loro suppleineuli rispettivi AD , e DCA , a meno 
che le circostanze della quistioue non tolgano quest' in- 
certezza. 

Caso VI. 


• 5 . i65, 

•S. .64, 


Finalmente se diensi gli altri due angoli B , C. 
1.® L’ipotcnusa BC [ a] , si avrà dall' equazione 
cot.C 

cos.a = 


tang.B 

a.® L'un de’ cateti AB [c] si rinverrà facendo 
cos.C 

. COS.C = — — 

seu.B 

e r altro AC [ à 3 con far similmente 
cos. B 


cos.à = 


sen.C 


Ed ecco risoluti tutti i casi de’ triangoli sferici rettan- 
goli. — c.B.r. 
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PROPOSIZIONE V. 


PBOBLEMA. 


174. In un triangolo sferico obbliquango- 
lo , (late tre delle sue parti ; determinare le rima- 
nenti. 

Caio 1. 


Sien dati in primo luogo i tre lati BC*, CA, AB^;. 33. 
[d, ò, c] e si cerchino gli angoli A, B, C. 

La prima equazione ottenuta nel 5- >53 dari 

cos.n — cos.i cos.c 
cds.A = ■ - — — . 

Onde si avrà il coseno dell' angolo A ; e quindi qne- ‘ 
st' angolo. E similmente si detcrmioeranno gli altri , 
risolvendo , cioè , le due altre equazioni dello stesso $. 
per deterniioare cos.B, e cos.C. Ed è chiaro , che in 
questo caso non resti dubbio sulla specie di ciascuno 
degli angoli ; poiché essendo essi esibiti da' coseni , la 
specie loro resterà Gssata dal segno di questi . E lo 
stesso potrà dirsi de* tre seguenti casi. 

Caso 11. 


In secondo luogo , sien dati i tre angoli A , B , 
e si cerchino i lati BC, CA , AB, [a, b, c ]. 
Si avrà il lato BC [a] per mezzo dell' equazione 


cos.A -f-cns.B cos.c 

cos.a = = — 

sen.B sen.C 

E per mezzo delll corrispondenti equazioni 
cos.B +cos.Acos-C 


*5- 'Gl., 


cos.b I 


sin. sen.C 


■ 
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co» r, -j- ros.B C05. A 

COS.C = ;r T 

scii U scii.A 

si determiueranao gli alici due lati AB, AC[&, c]. 
Caso ui. 


Che se diensi due lati AC , AB [ & , c ] , e 1’ an« 
golo A da essi compreso . 

Si dctcrmineri il terso lato BC [ <* 3 , per messo 
dell'equasioue 

* 5.i53. cos.a = cos.i COS.C -f- seti bsea.e cos.A * 

Ed il triangolo si lertniueri di risolvere come nel Ca- 
so I. 

E se TOgliansi ottenere i rimanenti angoli B , C 
senza prima determinare il lato BC [ o J , si adopre- 
ranno le segnenti equazioni 


'5.1 55. 


. sen. c . , 

cot.B=cot.5 -.- — COS.C cot.A* 

seu. A 

sen b , .. 

col.C=cot.c — cos.i col. A* 

seu.A 


Caso >t. 

E dandosi due angoli B , C , ed il lato BC [n], 
che gli è adjacente. 

Si avrà il terso angolo A per messo dell' equazione 
•5 *37. COS.A = cos.a sen. B sen. C — cos.B COS.C ’ 

E le rimanenti parti del triangolo si otterranno come 
nel Caso a. 

Che se queste vogliansi indipendentemente dalla 
determinazione dell' angolo A , bisognerà cercarle per 
mezzo delle equazioni 

_ sen. C _ 

*5.i58. cot.i=cot.B -f- col. a COS.C 

seu. a 


Digitized by Google 


L > a a o IV. 


I 09 Cia. 3. 


col.csscos.C^^^^ + cot.ocos.B* *$.i58. 

sen. a 

Caso v. 

In quinto luogo le parti date del triangolo sieno 
i due lati AC , AB [ i , c ] , e 1' angolo B opposto ad 
uno di essi. 

1 °. Per aver l' angolo C , clic sta opposto all’ al- 
tro lato , bisognerà servirsi dell* equazione 
„ scn.B sen.c . 

sen.C = ‘ » J. ,5j. 

sen. 6 ■’ 

È chiaro , che in questo caso la specie dell' an- 
golo C sarà dubbia . Un tal angolo C sarà però sem- 
pre maggiore dell' altro B , nel caso che si sappia , 
che il lato c sia maggiore di i ; ed al contrario. * 147 . 

a°. n terzo lato CB [a] si avrà pareggiando tra 
loro i due valori di cot.A , che si sono ottenuti nel 
5- i54> e determinando per mezzo di quest' equazio- 
ne il valore di cot.a. 

3“. Finalmente il rimanente angolo A , o si de- 
terminerà per mezzo del 5- i5l , o puri; se vogliasi 
determinare indipendentemente dal lato BC [a] , biso- 
gnerà cercarlo maneggiando 1' equazione che risulta dal 
pareggiamento de’ valori di cot.a , ottenuti nel 5* *58. 

Caso vi. 

Sien dati finalmente due angoli B , C , e 'I lato 
AB [é] opposto ad un di essi. 

Per avere il lato AB [c] opposto all’altro angolo 
si farà uso dell’equazione 

sen. A sen.C 

sen.C = "f-iSi. 

sen B 


Digitized by Google 


Cir. 3. no 


BELLA TMOOHOiaTEIA 


Ed il terzo angolo À , ed il lato BC [r] , che 
gli è opposto , si potranno determinare analogamente 
al Caso precedente. 

Le porti del triangolo dimandate in questo caso , 
sono dubbie , come nel precedente. 

Adunque si è soddisfatto a quello che dimanda- 
vasi in questo Problema. — C.S.F, 

Scolio. 

$. 1^5. Quasi tutte le soluzioni de' casi del pre> 
sente Problema debbono considerarsi , per ora , piuttosto 
come tante formole algebriche soddisfacenti al quesito , 
giacché esse mostransi in forma disadatta all'applica- 
zione de' logaritmi per valutarle . In appresso però 
sari data di esse una più comoda , ed agevole rida- 
zione , pe' diversi casi , nelle formolo Neperiane cbc' 
esporremo. 
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Di ÀLCvjn niinoou trEua là cui kuoluziohi dipiudi 

Di QUELLA de’ TEIAKOOU SFERia UTTABCOLI. . 

« 

PROPOSIZIONE VI. 

PROBLEMA. 

$. 176. Risolvei^ un triangolo sferico, quan- 
do tra le tre prti date di esso vi sia un lato di c)o°. 

Sia ABC* un triangolo sferico, e BC il suo lato* fig.i-]' 
di 90°. E poiché descritto il triangolo supplementale 
DFE , r angolo F dee anche essere di go° ; perciò . 
questo triangolo sapplemcnlale sarò rettangolo : ed 
inoltre saranno date in tal triangolo DEF quelle 
altre due sue parli, che sono i supplementi rispetti- 
vi delle parti date nel triangolo RAG * . Laonde il* 
triangolo DFE potrà risolversi e determinate che*5-i7>. 
si saranno le sue rimanenti parti , resteranno anche 
determinate le loro corrispondenti nel triangolo BAC , 
cioè quelle che ne sono i rispettivi supplementi : che 
perciò si sarà risoluto il triangolo BAC. 

Scolio. . 

5. 177. R triangolo sferico ABC , che ha un lato 
di 90° , da taluni trigouometri moderni suol chiamarsi 
reudaterv. 
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PROPOSIZIONE VII. 

raostCNA. 

‘ $. 1^8. Risolvere un triangolo sferico isoscele. 

"Jlg. 39. Abbia il triangolo sferico RAG * i Iati BA , AC 
ugnali , e dal vertice A si conduca al punto medio 
D del lato opposto BC 1' arco di cerchio massimo AD, 
il quale divideri il triangolo sfnico BAC in due tri- 
angoli rettangoli ; ed i chiaro , che la risoluzione di 
quel triangolo BAC si ridurrà all' altra di uno di que- 
sti triangoli rettangoli. 

PROPOSIZIONE Vili. 

PaOBLEMA. 

%. 179. Risolvere un triangolo sferico in cui 
due lati sicno supplementi 1’ uno dell’ altro. 

"Jìg.S^. Sia BAC* il triangolo sferico proposto , in cui i 
lati AB , AC sieno supplementi 1’ uno dell’ altro . 

Si prolunghi r un di questi due lati AB , fìnché 
s' incontri in D col terzo latoBC ; sari AD ugnale ad 
AC , e quindi il triangolo CAD essendo isoscele si potri 
risolvere come nel Problema precedente . Ma i trian- 
goli BAC , ADC sono in modo connessi , che dalle 
parti dell'un triangolo sono sempre determinabili quel- 
le dell' altro ; giacché i lati AB , BC dell’ uno sono 
supplementi de’ lati AD , DC , dell’ altro , il lato AC 
è comune , gli angoli in B , D sono uguali , e gli an- 
goli B.\C , BCA sono supplementi degli angoli D.AC , 
DCA. Adunque la risoluzione del triangolo BAC di- 
penderà da quella del triangolo isoscele ADC. 
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5* i8o. È facile Tcdere , cbe nel triangolo pro- 
posto ABC debba essere aiicbe 1’ angolo ABC supple- 
mento dell’ angolo BCA. 

Poiebè essendo 1' angolo ACB supplemento dell’ al* 
tro ACD f lo Sara anche dell’ angolo in D j cb* é St- 
guale all’ angolo ACD* ; e quindi dell’ altro in B >' 
oh' è uguale a quello in D*. ' 


’$■ *«• 
5 - *» 9 - 
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Ricerche ceoketriche irtorso i' casi ddirii 

^ RELLA RISOLDXIORE De' TRIARGOLI SFERICI. 

5- i8i. L' oggetto delle presenti ricerche é di 
mostrare geometricamente , come possano aver luogo i 
casi duhbj , de' quali si è detto ne' nuin.y. e vi. della 
Prop V., o sia in qual modo si veriGchi , che conigli 
stessi dati , cioè due lati ed un angolo opposto all' un 
di essi , o due angoli ed un luto opposto all' un di 
essi , possansi costruire due triangoli sferici diversi. Ed 
entreremo a tal proposito ad esaminare, per quali valori 
particolari de' lati la quislione resti dubbia , e per quali 
altri non lo sia. Finalmente cerclieremo di restringere, 
per mezzo di alcune regole , al più eh' è possibile , la 
dubbiezza di tali casi. 

“fig.ZS- 5- S*® angolo sferico BAC' , i cui lati BA, 

AC si prolunghino fino ad incontrarsi in A'. 

Supponga i primieramente 1' angolo in A , o il 
suo uguale in A' esser minore del retto , cioè minore 
di 90° , e r arco AB minore del quat raute. Dal pun- 
to B si tiri ad ACA' 1' aico perpendicolare DD. 
È chiaro , che prendendo , a destra e sinistra del 
punto D, gli archi uguali De, DC , gli archi di 
cerchi massimi Bc , BC sicno anche uguali ; cd in 
oltre che 1’ angolo sferico BcA sia supplemento dcl- 
r altro BCA. Imperocché gli angoli BeA , BeA' so- 
'■5 i3o.no uguali a due retti* , del pari che gli altri BCA , 
* 5- >45 BCA' , c di essi r angolo BcA' è uguale all’ altro BCA*; 
quindi dovrà il rimaiieiile angolo BcA essere uguale 
al rimanente BC.A' ; che jK'rciò 1' angolo BcA, del pari 
che r altro BC.A' sarà supplenicnio dell' angolo BC.A. 
Adunque essendo dati 1' angolo in A , e gli archi a , 
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eh' è il lato opposto a qu> tt' angolo , e e , eh' é un lato 
adjacente ad esso , s' ignorerà se risclvasi il triangolo 
BAC, o por r altro BAc. Ciò però ha un limite ; poiché 
se CB si faccia uguale a BA, diverrà un solo il triango- 
lo da risolversi , e la sua risoluzione si eseguirà come 
sta detto nel 5 * >78- divenendo CB ^ BA, l'arco 
BE uguale a BC dovrà incontrare 1 ' arco AC al di U 
del punto A ; ond' è che co* dati proposti non potreb- 
be ottenersi che il solo triangolo BAC , mentre l'altro 
BAE non ha più per un de' dati 1 ' angolo BAC , ma il 
suo supplemento BAE. 

Or supponendo l' arco AB' [c] maggiore di un <jua- 
drante , cioè maggiore di ed abbassando da B' sul- 
l'arco ACA' la perpendicolare B'D', si vede similmen- 
te , che per ogni due pnuti C', c' equidistanti da D', 
e presi sull' arco ACA', vi corrispondano archi uguali 
B'C', B'c'j e che gli angoli B'C'A , B'c'A sieno supple- 
menti r un deir altro : sicché essendo dati l' angolo in 
A , ed i lati B'C' [a] , e B'A [c] , la formola che 
dà r augolo opposto al lato c ci lascerà nel dubbio 
aa siasi ottenuto 1 ’ angolo in C' , o il suo supplemento 
in c'. Ciò non avverrà però se l'arco B'C' si faccia 
aguale a B'A', cioè quanto il supplemento di AB': 
imperocché in tal caso non esisterà , che il solo tri- 
angolo B'AC' , che pos-a costruirsi con que’ dati , e 
quindi il problema sarà susiettivo di una sola soluzio- 
ne , che si eseguirà nel modo prescritto nel $. 179. 
Nè tampoco vi sarà raso dubbio se B'C' divenghi 
maggiore di B'A' ; poiché in questo caso 1 ' arco n- 
guale a B'C', radendo col suo estremo E' al di là 
del punto A', limi si potrà costruire più co' dati del 
problema che il solo triangolo sferico B'AC'. Vale a 
dire che non vi sarà caso dubbio se C'B' B'A, cioè 
tt -|- c sia ugnale , o maggiore di AB'A', osia di 180". 
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ylg.36. 5 * secondo luogo suppongasi 1 * angolo 

sferico in A ottuso , cioè maggiore di 90°. Sup- 
posto r arco AB minore di un quadrante, dal punto 
B si tiri sull' altro lato AC ]' arco perpendicolare BD, 
cLe cadrà dalla parte dell’angolo conseguente del dato 
Cab. Or se prendansi a destra e sinistra del punto D, 
e nella circonferenza ACI), i punti C, c equidistanti da 
D , è chiaro , che gli nrehi di cerchio massimo i quali 
passano per que' punti presi , e p> r B sieno uguali. Ma 
allorché gli archi uguali DAC , D.A'c sono tali , che 
DA'c sia maggiore di DA', il punto C , c 1 ' altro c ven- 
gono a cadere nella stessa circonferenza ACA' , e gli 
archi BC , Bc “vengono perciò a sottendere lo stesso an- 
golo B.“\C dato. Laonde è ehi.iro, che in tal caso co- 
gli stessi dati, cioè I' angolo B.AC, il lato e adjacente ad 
esso , ed il lato opposto a si potranno costituire due tri- 
angoli sferici diversi AB<', ABc , ne' quali 1 ' angolo i- 
gnoto At B dell' uno , eh' é opp sto al lato c , sia 
supplemento dell' angolo ignoto A(B dell' altro , eh' è 
opposto al lato stesso. Or perché iu tal caso 1 ' arco 
Bc è più distante dall' arco perpendicolare BD , che 
r altro BA' ; perciò quello sarà maggiore di questo ; 
e quindi AB -f- Bc , o AB BC sarà maggiore di 
ABA' , cioè di 180°. Laonde si vede, che un trian- 
golo sferico , ove nu angolo dato sia maggiore dj 
90*, il iato adjacente, anche dato, sia minore di go°, 
e la somma di esso , c del lato opposto eh' è por da- 
to , sia maggiore di 180*, ha due soluzioni. £ non 
Sarchile suscettivo che di una sola soluzione , se la som- 
ua di tali lati fosse i8u°, o por minore di 180". 
yìg- 3 ;. Che se r arco AB' * si fosse supposto maggiore di 
90“ : abbassando similmente dal punto B' colla dr- 
confcrenza AC'A' 1 ’ arco jicrpcndicolare B'iy , e pren- 
dendo a destra c sinislra del punto D' , nella circonfe- 
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renxa stessa, gli archi uguali D'AC' , D'AV ; allora 
si verrebbero a costituire due triangoli sièrici con gli, 
stessi dati , quando i due punti C' , c' cadrebbero nella 
stessa semicirconferenza AC'A' Or in tal caso cia- 
scun degli archi B'C' , B'c', come più distante dell' al- 
tro B'A dall’ arco perpendicolare BT)' , dovrà esser 
maggiore di B'A ; è ciò indica, che co’ dati stessi A , 
f , a il problema avrà due soluzioni se c < a , e ne 
avrebbe una sola , essendo c = a , o pur > a. 

J. i 84 - E sarà facile vedere, che in ciascuno 
de’ di« casi esaminati , cioè di A < 90® , e di A > 90°, 
se l’arco AB* sia di 90“, il problema avrà sempre due*/fg. 36 . 
soluzioni , eccetto il caso che 1’ arco a sia dello stesso 
numero di gradi e minuti che 1 ’ angolo opposto A , 
nel qual caso il triangolo proposto è un solo , ed è 
bìrettangolo , né ha bisogno di risoluzione , essendo 
già note tutte le parti di esso. 

§. i 85 . Finalmente se 1 ’ angolo A suppongasi di 
90“, è chiaro che il problema non possa avere , co' 
dati A , c , a , che nna sola soluzione , qualunque si 
supponga essere il valore particolare di c , e qualun- 
que il suo rapporto con a ; il che coincide con ciò 
che si disse nel n. 111. cas. 11. , e nel n. i. cas. iii. 
della Prop. IV. * ’J. 

5 - 186. Dietro queste considerazioni si potrebbe 
stabilire una tavola , per conoscere quando co' dati A, 
a , c la specie del triangolo sferico sia dubbia , e 
quando non lo sia ; e da questa tavola se ne potrebbe 
poi rilevare , per mezzo del triangolo supplementale , 
un' altra , per conoscere quando co’ dati a , A , C la 
specie del triangolo sia dubbia , e quando non lo sia. Un 
tal espediente è stato di fatti proposto, per conoscere i 
casi eflettivamente dubbj , da alcuni analisti francesi , 
seguendo il Bertrand , che il primo 1 ’ ebbe adotta- 
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lo (*) ; ma sari meglio di qui recare a quest' oggetto 
le seguenti regole , le quali rendono tal teorica assai 
più determinata, più breve, e comoda per la memoria, 
e la cui dimostrazione i facile rilevarla dalla prop. <4 
Lib. III. combinata col seguente 


LEMMA. 


187 . La semisomma di due angoli di un trian- 
golo sferico , e tjuella de' lati ad essi opposti, sotto sem- 
pre della medesima specie. 


S.i53. 


Imperocché essendo 
cos.B sen.a 


cos.i — cos.a cos.e 


sostituendo nel secondo membro di quest' equazione il 
i53. valore di cos.a* , e poi riducendo , col porre 1 — seu.'c 
*S. 36. per cos.’c*, si avri 

cos.B sen.a = cos.i sen.c — cos.A sen.i cos.t 
e per simmetria dovrà parimente essere 

cos.e sen.a = cos.e sen.i — cos.A sen.c ros.b 
che perciò sommando queste due equazioni , e poi ri- 
ducendo il risultamento , col sostituire sen.(ò -f- e) in 

•§. «Ji sen-icos.c4-cos-^““-‘'’ > “f* 

seu.a(cos.B + cos.C) = (i — cos. A) sen.(é + c) . . M 


• 5 . iSi.Ma è poi 


sen.B = 
sen.c = 


sen.A sen.ò 
sen.a 

sen.A sen.c 

sen.a 


e quindi 

sen a (sen.B + sen.C) = sen A (sen.4 + sen.c) 


(•) Développemenl nouvrau de la partie ^émentaire 

des Malh^mauques , lo/n. >. Secl, F . 
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Laonde dividendo que*t' equazione per ]' altra M , 
si avri 


aeu.A .sen.i 4- sen.c 
X 


sen.B 4 - sen.C 

cos. B4-C0S. C 1— cos.A*^ scn.(A4-c) 
la quale, sostituendo al primo membro tang. — -t — 'J.fjS.IX 

ed al secondo membro cot. —X /» ( ^ -" ** ) , • 5 . fi, 
a cos. '/,(4 4- c) G3.XI1!. 

si ridurr! all' altra 


Ung 


A ^,cos../,(i-c) 


-=cot.— X- 
a a 


‘ cos.'/i (i 4 c) 

E poiché , in quest' ultima equazione , cot..^ , c 
h — c 

— debbono esser se mpre del segno stesso ; 

si vede perciò cbiaramente , che debbano anche risnl- 

B4-C i4-c 

tar del segno stesso tang. — - — , e cos. — ^ , cioè , 


sarà vero ciò che voleva dimostrarsi * . 
1 R B 0 o L a I. 


' 5. »fi. 


5. 188. In un triangoio ^erico, I angolo opposto 
al lato minore è acuto , se la somma de' due lati dati 
sia minore di tSo^*. ’$-' 47 - 

£d al contrario: — H lato opposto alt angolo 
minore , è minore di gof‘ , se la somma de' due datoli 
dati sia pur minore di s8o° *. ’S-'47' 

R I G o I. a 11. 


5. 189. In un triangolo tfetieo , t angolo opposto 
al lato maggiore è ottuso , se la somma de' lati dati 
sia maggiore di sSo° *. ’ J i47‘ 

Ed al contrario ; Il lata opposto aW angolo mag- 
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giare è maggiore di go° , se la somma degli angoli da- 
"S- i47 'I« sia pur maggiore di tSo’’ ‘ . 

Regola ih. 

$. 190. Quando la somma de' due lati dati di un 
triangolo sferico i uguale a iSo° , aru:he la somma dc- 
“ S-t^T gli angoli opposti ad essi i uguale a tSo'‘*. 

£(1 al contrario : Essendo tSo° la somma de' due 
angoli dati , anche /#o“ sarà la somma de' tati oppo- 
* ad ^si *. 

5. 191. Dopo tutte queste ricerche , se U spe- 
cie del triangolo resterà dubbia per una delle sue par- 
li , cioà che dati A , a , c non si conosca la specie 
di C , o dati a , A , C non sappiasi la specie di c , 
resterà anche dubbia la a|iecie delle rimanenti parli 
' del triangolo. Lo die si comprende facilmente. 
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CAP. VI. 

Regole BEPERUitE , e loro iso y»TAccioso kella 

EISULUZIOHE de' TRIANGOLI SEERICI. 

J. iga. Nel principiar del xvii" secolo fauslissimo 
per le Matematiche , il barone scozzese Giovanni Ne- 
pero , il cui nome sarà immortale , fìncliè si coltive- 
ranno le scienze esatte, per la sublime ed utilissima 
invenzione de' logaritmi , stabili anche alcuni nuovi 
metodi di risoluzione immaginati da lui , per render 
più semplice la pratica della Trigonometria sferica 
Né le nuove ricerche analitiche fatte posteriormente 
da sommi geometri moderui , nè 1 ' eleganza , e la fa- 
ciltà che presentano per la risoluzione de' triangoli 
sferici le formole Euleriane da noi rapportate , ed 
applicate a quest' oggetto nelle prop. IV. e V. del pre- 
sente libro , possono farci tralasciare di qui recar le 
regole Neperiane ; che anzi esse ne confermano la 
necessita (*): Questo si , che noi non le esporremo nella 
maniera tenuta dal loro inventore , ma le dedurre- 
mo da* principi stessi da noi stabiliti , ed in quel 
modo che ci è sembrato più convenevole : che anzi 
dee avvertirsi , che le nostre enunciazioni della secon- 
da e terza regola sembrano diverse da quelle del Ne- 
pero , per esservisi introdotto il doppio del loga- 
ritmo del raggio , come conveniva (are , mentre nel- 
le Tavole logaritmiche che oggigiorno si hanno per le 
mani de' calcolatori, il logaritmo del raggio si pone ugua- 
le a 10,0000000 , e non già a zero , come il suppose il 
Nepero , prendendo effettivamente 1 ’ unità per raggio ; 

(*) Veggasi anche ; a questo proposito ciò che n' • 
stato detto nel Ditcorto f/reUminart. 
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dal che nasceva che quel logaritmcr non doveva coni' 
parìi-e nel calcolo. 

§. 193. Ed al jiroposito della trasformazione delle 
foruiule trigonometriche , delle quali finora si è trattato 
nelle due Trigonometrie , da algebriche in logaritmi- 
che , conviene avvertire , che v’ è bisogno, in far que- 
sto passaggio, della prudenza del calcolatore. Imperoc- 
ché siccome nel determinarle si è sempre supposto il 
raggio = I , sicché questo fattore , che in molte di 
esse im]ilicitamente si contiene , non si ravvisa di fat- 
to ; c che , come si è già detto , il logaritmo del rag- 
gio nelle ordinarie Tavole pc’ seni, non più alla maniera 
di Kepero vien posto = 0, ma si bene a 10,00000000, 
cosi convenendo tenerne conto , bisognerà prima ap- 
parecchiarsi la formula algebrica sulla quale si dee ope- 
rare per la risoliuione di un dato caso ; e la regola 
già nota a coloro che sono ajipena iniziati nc’ principj 
di Geometria analitica si è , d’ introdurre in tale for- 
mola tante volte per moltiplicatore o divisore il rag- 
gio , quante volte bisogna , perchè vi sia 1* omogenei- 
tà di dimensioni ne termini di essa , considerando le* 
quantità trigonometriche , non già come niimeri , nm 
come le linee da’ numeri rappresentate . Cosi , per 
esempio , a fin di usare la formola del §. i53. in lo. 
garitrai , bisognerebbe porla sotto quest’ altra forma , 
/l’ coi. a C3 R cos.b cos.c -^sen.à sen.c cos.A 
rendendo ciascun termine di tre dimensioni , come 
lo era 1 ’ ultimo. Senza questa precauzione , il risulta- 
mento del calcolo logaritmico applicato a tale formo- 
la sarebbe erroneo ; e condurrebbe a conseguenze fal- 
lacissime. E taluno si potrebbe facilmente assicurare , 
che sia questa la vera forma di quell’ espressione , e 
cosi di ogni altra, se ripigli il ragionamento, che si è 
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fatto nella Prop. ii. Lib. IV. , per rinvenirla , snp. 

{lenendo il raggio espresso da A, e non già da i. 

J. 194. Avvertite queste cose , per l'esalta appli- 
cazione dei calcolo logaritmico al maneggio delle formole 
rinvenute per la risoluzione de' triangoli sferici , è anche 
necessario premettere , alla prima regola Neperiana , la 
definizione di alcune voci da lui in essa adoperate. 

5 - >95. Dzr. li. Chiamansi parti circolari ^ in ìm 
triangolo sferico rettangolo , i lati clic comprendono 
r angolo retto , ed i complementi dell' ipotcnusa , c di 
ciascuno degli angoli adjacenti ad essa. 

Cosi nel triangolo sferico BAC* rettangolo in A,'/!g.ìi. 
si dicono parti circolari i lati CA , AB [ 4 > c ] , ed 
i complementi di CB [a] , di B , e di C. 

5. ig6. Scol. Distinguonsi queste parti circolari , 
secondo il Nepero , in tre specie , e chiamando me- 
dia una di esse ad arbitrio , si chiameranno estreme 
adjacenti quelle altre due , che sono adjacenti a tal 
media , ed estreme opposte quelle al contrario , che 
gli sono opposte. Come si vede qui appresso notato. 

Parti medie Estreme adiacenti Estrone opposte 

jo fcomp.B ABTc],coinp.BCrcomp.a] comp.C,AC[Al 

'jcomp.C AC[ 4 J,con>p.CB[comp.aJ cony>.BgAB{a] 

II°.|eonip.BC[comp.a] comp.B , comp.C AB [c] , AC [i] 

AB [ c ] comp.B I AC[ 4 ] comp.C,conip.BC[comp.a] 

AC |_ 4 ] comp.C , AB[c] comp.B, cOmp.BC[comp. a] 

$. ig;. Intanto prima di passare ad esporre le 
regole Neperiane delle quali si è detto awerliiemo , 
che esse da noi si sono ridotte a cinque , delle quali 

(‘) L'angolo mio in A non intercetu adjacenza^ 
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la prima , diftinla in due parli , comprende ì lei 
teoremi dimostrati dal J. i6a al 1G7. compendiati , 
e connessi insieme ; il che yeramciite non rende 
più semplice la risoluzione de' triangoli sferici rettan- 
goli alla quale sono destinati i suddetti teoremi j ma 
bensì più facili e ritenevoli a memoria i principi su 
i quali essa è fondata. E le rimanenti quattro espon- 
gono in formule logaritmiche i principi per la risólu- 
zìone de' triangoli sferici obbliquangoli ; e dò gli ren- 
de assai più eleganti e facili a maneggiarsi nella pra- 
tica risoluzione di questi triangoli. 

REGOLA I. 

§. 198. In un triangolo sferico rettangolo, 
il logaritmo del seno di ciascuna parte media è 
uguale i 1°. alla somma de’ logaritmi delle tan- 
genti delle parli estreme adjacentii a°. O pure 
a quello de' coseni delle parti estreme opposte. 

In fatti preso (ser parte media comp.B , e però 
per estreme adjacenti AB [c], comp. BC [ comp. a ], 
dovrà essere 

*$. 1G6. cos.B — tang.c X cot.a * 

d' onde passando a’ logaritmi si avrà 

log.cos.B = Icg.tang.e -p log.cot.a 
la quale equazione consente con la prima parte dell' 
enunciala regola. * 

Ed essendo in tal caso comp.C , ed AC [òj le 
parti estreme opposte ; e dovendo essere 
*S-' 64- cos.B = sen.C cos.b * 

si avrà , passando da' numeri a’ logaritmi 
fc^.cos.B = fc^.sen.C log.fsot.b 
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I* quale equazione è , per que'^to caso , l' esprcnionc 
simLolica della seconda parie della presente regola. 

Nel modo stesso si continuerà la dimostrazione 
-pe’ casi li. e in. del 5- >9*^ > fissando la parte media, 
e le estreme adjacenti , u opposte ad essa , e poi acc> 
gliendo quella Ira le forinulc ritrovale nel cap. II. per 
la risoluzione de' triangoli rellatigoli , che conlengono 
precisamente tre delle p.srli in qiiistione ; indi paa- 
sando , in ciascuna di tali furniole , da numeri a lo< 
garitmi , e poi comparando questo risullamento sim* 
bolico con r altro enunciativo del i° e ii’ caso della 
presente Regola. 


LEMMA. 

199. È positivo il coseno della semidiffe- 
renia tra due angoli di un triangolo sjerico , ed 
il terzo di esso. Ed è negativo i' altro della se- 
misomma de' tre angoli. 

Parie 1. Sieno A , B , C gli angoli di un trian> 
gelo sferico , i lati del suo triangolo supplemenlale sa- 
ranno ido® — A, iBo“ — B, 180“ — C*; ed uno qualsivo-*J- >95. 
glia di essi, 180“ — .A , sarà minore di 3tìo — B — C, eh' è 
la somma degli altri due *, cioè B -J-L — A < i8o“, e*S-*^* 

B 4- C — A n , . . ., ,1 

quindi <9'' i prciou regno del co- 
seno di quest’ arco sarà positivo *. * J. a*. 

A 4 B 4- C , 

Parie 11. PoicJié denota sempre un 

% 

numero di gradi maggiore di 90® , e minore di 370 ®*ì’ 5 . i 36 . 
è chiaro perciò , che il suo coseno dehlia esser ne- 
gativo ' . ■ * J- V. 
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> REGOLA II. 

5 . 300 . In un triangolo sferico , preso per 
base un lato qualunque , una volta si aggiun- 
ga alla semibase la semidiffèrenza de’ lati , ed 
un’ altra volta se ne sottragga ; indi d loga- 
ritmi de’ seni di quella somma , e di questa dif- 
ferenza si aggiunga il doppio logaritmo del rag- 
gio , e tolgansene i logaritmi de’ seni di ciascu- 
no de’ due lati ; si avrà il logaritmo della metà 
dell’angolo verticale del triangolo sjerico proposto. 


Denoti A nn tal angolo , A , c sieno ■ Iati che Io 
comprendono , ed a la base del triangolo sferico pro> 
posto ; dovrà essere : 


, A , a-t-A — c a-l-c — A , , „ 

s./og.sen.— = tog.sca. 1 A^.sen |- ^.log.K 

— log. sta. b — log.xu.c 


Imperocché nell' equazione 


* C. Go. a sen ’ — = ■ — cos. A * 

^ a 

*5-*53si ponga per cos.A l’equivaleute espressione * 

cos. a — cos.A cos.c .... . t . 

■ - , e pot SI riduca , ne risulterà , 

scn.Ascn.c ' * 

A cos.A cnt.e-l- sen.A sen. c — cos. a 

a.sen.’^ = ; — — 

a sen.o sen.c 


49- 

”S- 64 . 

«.vili. 


cos.(A — c) — cos a , 
seo.A. seu.c 
a-4-A — c o+f — A 


ten.A sen.c 
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« diridendo per 9, ed inlrodacendo nel (econdo mem- 
bro per (attore il quadralo dri raggio , che vi era U> 
ciato , perchè uguale ed 1 il che convien (ère per 
rendere una tale equazione di pari dimentioDÌ ne' due 
membri *, sarà 

a-fi — c a4-f — 4 

, • sen. 

A a 


sen.’- 


X R' 


2 aen.è.ai’ii.r 

Finalmente passando da' numeri a' logantmi, si avrà 

. A , u-l-6 — c . a-f-c — b 

a./qg.sen. —=Ut>g.sea. — (- A^.sen. 1< 

— log ten.b — log.tto.e 
come nella presente regola si era enunciato. 


S c o 1. 1 o 1. 

5. aoi. Per mezzo di que la regola , resta in 
pratica determinato agevoliiicnic qualunque angolo di 
triangolo sferico da' Ire lati di questo . Fd è chiaro , 
che nessun dubbio possa insorgere sulla specie di tal 
angolo , quantunque la sua metà sia esibita dal seno ; 
poiché questa dee necessariamente esser minore di 90°. 


COLIO II. 


$. 903. 11 Peperò .nella sua opera intitolata : 
Logarithmorum Caiwnis descrip' io ec. Lugrl. ■ 690 , al 
Lih. II. pag. 5» , enuncia questa regola nel seguente 
modo: Trianguli sphacrici laiiu tjuodi'is (^praecipue qua- 
dranti proximus ) prò basi statuas. Inde semiiìijjènn- 
tiam crurum et ad semibasim addas , et a scmibasi 
suhtrahas : produeli et residui logfiril/imos addas , ìusic 
anferas aggrtgatum ex hgnnthmis cnirum , reliqui bi- 
partiti IngaritAmi armm diipltr.es , et provenict angulus 
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vtrticaUt , at^ue ita coeieri , Urendori il doppio Io* 
giritoio del raggio , di i quale noi abbiamo tenuto 
*5. 191. conto, per la ragione detta di sop'a * . Ed egli illu- 
stra una tal regola col seguente esempio, che noi , dopa 
aver esposto alia sua maniera , maneggerrmo colle or- 
dinarie tavole logurilmii he , e secondo la regola da 
noi data , per mostrare la corrispondenza de’ rifui- 
lamenti. 

*/7g.33. Nel triangolo sferii o CAB * sien dati i tre lati,cioi, 
a = 69° , che il Ne|>ero prende per base , b = 4?°} 
e = 34®, e sì cerchi l'angolo A. 

Prenda-i la semidiOerenza de' lati b, a, di' i = 6°,3</ 
e questa si aggiunga , e si tolga separatamente dalla 
setuibase , eh è '/^ a = 34® , 3o' , ne risulterà la som- 
ma 4'° 1 ® differenza z8®. 

Ciò posto a /cg.sen.4i“ = • 4**5o440 

si aggiunga Ag.sen.aS® 7M5147* 

risulterà per soinum ii^jÒSiti 


Poi /c^.sen.34°= 58ia6o6 

si sommi con /og.sen.47®= 3ia858o 

c la somma 894t<B6 

si sottragga dall' altra po- 
co fa ottenuta , si avrà il 

residuo a83533o 

In cui metà . . : l4<7665 


s,irà il logaritmo del seno della metà dell' angolo ver- 
ticale A , il quale risulterà perciò , come determina il 
Jfepc-ro, di 60O, iz', z4^' ’/i- Laonde l'intero angolo 
A sarà di izo®, z4'> 49"* 

Or maneggiando la risoluzione dello stesso trian- 
golo secondo la nostra regola , c colle ordinarie Ta- 
vole, si ha 

(*) Sicondf JVrpfra. 
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/o^.mu. 4 >° = g.8169439 
/cjf.sen.aS** = 96716093 
i-log. /{ = ao 0000000 

Somma di tutto Bg^SSSSaa 

Inoltre ic^.teu. 34 ° = 9' 747 ^ 6*7 ‘ 

iog . ien .^ j '^ = 9.8641375 

Somma di essi ' ss 19.6116893 

Differenza di questa somma dalla prec. 19.8768680 

Metà di essa 9.9384316 

il qual logaritmo corrisponde a scn. 60® 1 2' a 4 '^ ‘Ji 1 
come dal calcolo di Piepero era già risultato. 

REGOLA m. 


§. ao 3 . Al logaritmo del coseno della semi- 
somma de' tre angoli di un triangolo sferico , 
freso positivamente(^), si aggiunga quello del co- 
I seno della metà di due di essi meno il terzo , 
ed il doppio logaritmo del raggio , e poi se ne 
tolgano i logaritmi de' seni di que’ due medesi- 
mi angoli; si avrà il doppio logaritmo del seno 
della metà del lato , che sottende quel terso 
angolo. 


Meli’ equazione 


•$. 60. 


cos.A 4 - fos.B.ros.C . ..... 

«■ ponga in vece di cos. a , Sara 'S'37- 

Scu tt.seii.C. 

. a ciis.B ros.C — «■n.B sen.C 4 - cos.A 

ten.* — e=3 — ^ .. 

a a.M'M.B sen.C 


(*) È già noto dal J. 

tare un valor ncgadro. 


1 99 , che tal coseno debba a* 


9 


<U>. 6. ilo 

•5- 49. 

"5.64VU; 


BBUÀ Tucosoiimu 
V 

— co« (B-t-C) -f c w.A 
~ a wu.B «en.C * 

A*iB-+C 

co». — co». — . ■ — 

» » . 

len.B >«D.C. 

A+B+C B+C— A 

co».— co» — ! 


’s-‘93. ><"** 

E postando da' numeri a loro logaritmi , tari 
a . A-fB+C„^ , , B 4 -C — ^A 


ì.IcgMo.--^ log. — co».. 


-(*> -f- 


a “ a • a 

— log.ten.B — log.sen.C 

la quale equasione consente orni quello cbe nella pre- 
sente regola ti è enunciato. 




Scoilo. 


§. ao4- Per mezzo di questa terza regola é chia- 
ro , che ti saprà il seno della metà di un lato di un 
triangolo sfèrico, dati tre suoi angoli ; nè potrà ctser- 
tì dubbio sulla specie di questa metà , dovendo essa 
esser sempre minore di 90 **. 


A-4-B4-C 

(*) Essendo negativo il valore di cos. , ri- 

A-f-lH-C 


sultetè positivo quello di — cos 
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REGOLA IV. 


ao5. Al logaritmo della cotangente del- 
la metà di un angolo di un triangolo sferico , 
logaritmo del coseno della semi- 
differenza de' lati di un tal angolo, e se ne tol- 
ga quello del coseno della semisomma di questi’, 
si avrà il logaritmo della tangente della semi- 
somma de' rimanenti angoli. 

E si avrà il logaritmo della tangente della 
semidifferenza di questi angoli stessi , aggiugnen- 
do al logaritmo della cotangente della metà di 
queir angolo del triangolo sferico il logaritmo del 
seno della semisomma de’ lati di esso , e togliendo- 
ne quello del seno della loro semidifferenza. 


Sin , come nelU Reg. II. , A qael primo an- 
golo , e b , c i Iati cLe lo comprendono ; c quin- 
di B , C i rimanenti angoli; sarà , come nel 5- > 87 * Rt 
ritrovato 


’B -f- C A cos.'/>(i — c) 

COt V - ^ — - 

a a cos-'/a (à -f- c) 

Ove i d' avvertmi , che dovendo esser sempre dello stes- 

B d" O b c ' M p Q 

IO segno * lang. — ■ ■ , e cos. — , si potranno 1 • S-***7' 


loro valori prendiT sempre positivamente ; che percii 
passando , nella poc' anzi recata equazione , da' nume- 
ri a' logaritmi di essi , si avrà 


, B-l-C , A 

log. tang. =/og.cot (- 


• log.cos 


à -f- e 


E poiché dallo ste»o 5- *1^7 si rileva , die sia 
Kn.a (sen.B — h-h.C j — seu.A ( v ii. 4 — son. e ) 
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d' onde poi ti rica^ie , per mexio dello atesto patnggio 
ivi indicato , 1' equazione 

sen.B — sen.C sen.A aen.i— ten.c 
C 06 .B cos.C 1 — lus.A éleu.{b-^^c) 

3 C 

*5.55.X.neIla quale il primo memLro è uguale a tang. - - ■ * , 

•C.6i,e -, .A sen.*/i( i — c) 

co viv e • tecondo parrccta cot. — X —r ' ' t 

®8XIV. t t>t> j seii.i/,(A-f-c) ^ 

perciò sarà anche: 

' . B— C A ^ sen.'/i(A — c) 

tang. = cot. — X- 77 ; 

a a 6tii.y.,(ò4-c) 

nella quale equazione , passando da’ numeri a' loga- 
[' ritmi di essi , si avrà 

B — C . . A . i — c , ò-f-c 

a 


%.tang 


-= ò^.cot f-.'<^.sen. 


• Ing.iea.’ 


a ~ 2 ^ 2 

E questa equazione logaritmica , e 1 ' altra recata 
in fine della dimostrazione della Part. i. sono quelle 
della presente Regola. 


Scoi. I o . 


$. 206. Con queste due equazioni , ritrovaudo 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro che si ab- 
bia la tangente della semisomma , e quella della semi- 
differenza di due angoli di un triangolo sferico, e 
quindi tali angoli , quando sia dato il terzo angolo , 
ed i lati che lo comprendono . E ]ier mezzo di cia- 
scuna di esse si potrebbe anche avere un angolo, dati 
i lati che lo comprendono , e la somma , o la diffe- 
renza degli altri due angoli ; poiché è mauilesto , che 

iu tal caso resti determinato logxoì. 
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REGOLA V. 


§. ao^. Al logaritmo della tangente della 
metà di un lato di un triangolo sferico , si ag- 
giunga il logaritmo del coseno della semidiffe- 
retua degli angoli ad esso adjacenti , e poi se 
ne tolga quello del coseno della semisomma di 
questi , si otterrà il logaritmo della tangente 
della semisomma degli altri due lati. 

E si avrà il logaritmo della tangente della 
semidifferenza di questi due lati , se a' logaritmi 
de’ coseni di quelle quantità sostituiscansi i lo- 
garitmi de’ seni di esse. 


Dinotlnsi con A' , B' , C' gli angoli dui (ri.iDgolo 
ropplementale del proposto, e per a' , b' , c' i Iati 
opposti ad essi : avranno lungo pur tal triangolo sup- 
plementale le seguenti due equazioni 


Ung. 

tang. 


C' +B' 


cot. 


V cos.'/i (c' — y ) 


a a ' ■ cos.‘/j ( c' -j- i' ) 

C' — B' . A' sen.'A(e'— i') 


a ■ ‘ sen.'/a ( c' + ) 

le quali , con la sostituzioue di 1 8 c° — 3 , 1 8 o° — <* y 
i8o® — a , i8o® — B , i8o“ — C in luogo di B', C' 
A' , Ir' , </ , ti ridurranno alle altre due 

i c a cos.'/i ( B — C) 

tang.—— = tang.— X ' 

® a ” B cos •/, ( B + C ) 

b — e a sen.'AfB — C) 


tang.. 


a sen.tAfB 

i4- 


nella prima delle quali tang 
ti sempre prendere positivamente *. 


B+C 

, e cos.— — posson» 


‘lìeg.iv. 


'5*87. 
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E pMundo in ciatcnna delle precedenti eqnaiioni 

da’ nnmert a' logaritmi di eiii , si avri 

i-t-c a , B— . B 4- C 

kg. tang— = log. tang \-log cos. . ■ —log. eoa. 

2 2 2 2 


, , a , B-C 

bg. tang.~— =3 log. tang.— — — 


-log.s/eo. 


B + C 


a ■ - a ■" a 

eh' i quanto nella presente Regola si è enunciato. 


Scolio. 


5. io8. Per mcLso di questa regola , si potran- 
no ritrovare i logaritmi delle tangenti della semisom- 
nia , e della semidilTerenza de' due lati di un triangolo 
sferico , quando sien dati il terzo lato , e gli angoli 
adjacenti ad esso ; e quindi tali lati resteranno ad un 
tratto determinati. 

£d è anche manifèsto, che ciascuna di queste due 
ultime equazioni offra un lato qualunque di un triango- 
lo sferico , dall' es.er dati gli angoli ad esso adjacentit 
a la somma, o pur la differenza degli altri due lati; 

poiché con^ questi dati si farà noto log. tang.— , c 

quindi a. 

SCOLIO GENERALE 

$. 309. Dagli Scolj delle quattro ultime precedenti 
regole si rileva , che per mezzo di esse restano fàcilmen- 
te risoluti i casi i., n., in., iv. della prop, V. $ 1^4 1 
avvertendo però, che ne’ due ultimi il terzo lato, o il ter- 
zo angolo non si possono immediatamente avere da' dati. 
Gli altri due casi v , vi , che sono i dulbii , per la pri- 
ma loro parte non hanno Ifisogno di altra formola di ri- 
soluione , oltre quella aemplicissima che ivi ne fu da- 
ta . Un* volta però , che siasi nel coso v. delermi- 
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nato r alialo ignoto , rii' i oppoato all' altro lato da- 
to , o nel ri. il lato ignoto opposto all’ altro angolo 
dato , si potrà ottenere il terzo angolo , ed il terzo la- 
to per mezzo delle farmele delle Regole IV. , e V. , 


nelle quali le ignote rerranno ad essere cot. A, c tang. 
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DILLI TlICOllOWmii 


CAP. VII. 


Dola talctaiiohb della perierdicolaii , i di’ sig> 

■ KBTt DELLA BASE He' TRIAnoOLI SFERICI. 


PROPOSIZIONE IX. 

raoBLEuA. 

310 . Dati i tre lati di un triangolo sferi- 
co ; determinare la perpendicolare sopra ciascuno di 
essi abbassata dall’ angolo opposto. 

^g. 38 . Sicno a , b , c* \ lati del triangolo sferico , e si 
ccrclii r espressione delle perpendicolare AD sui Iato 
BC [fl]. 

Nella dimostrazione della seconda Regola Nep.- 
riaim si è trovato essere 


» 


b M a — c i + c — a 
sen.. sen. 


sen.a seu.c 


B 


, J. 60. e partendo -dall' equazione a.cos.’— =: 1 -f- cos.B ‘ , 

wn gli stessi passaggi falli per ritrovar la precedente 
formola , si sarebbe veduto esser anebe 




a b -i- c «+r — b 
sen.' sen. 


scu.a sen.c 


B B „ , 

» J. 47. Adunque sari a. sen. — cos = ccn t> ■ 


w 


a a 

aJ-i-t-r a-l-i — c O+c— A //+c— n 

sen ^en.- sen.^ seri. 

a a a a 


scn.tt sen.c 
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Ma sen. B 


M>n. AD 
«rii c 


•cn.AD 


I ^Si 


(i+A+r 


* . Laonde aari * S- 

r (1-4- A — e c-\-c—h d 

scn. SI'U. Sen 

12 1» 


sen a 

«apressioue comodissima ad esser valutata per mezzo 
de' logaritmi 

Scolio. 


5. all. Ponendo a b + c — us vedrà come 
nello Scol. al j. gì. , che 1 ' espressione precedente si 
riduca alla forma più semplice 

. „ a Vsen.f sen.fr — a) sen.fr — AVen.fj — c) 

sen . AD = ^ ^ 1 ! 

seii.a 

E poiché la perpendicolare difienilc similmente da 
Intti i lati del triangolo , qualunque sia quello su coi 
li supponga cadere ; sarà perciò facile il trasmutare la 
precedente espressione , nel caso che la [)cr|M;udicolare 
rada sopra un qualunque altro de' due lati. 


PROPOSIZIONE X. 

raOBLEKA. 


? 


§. aia. Con gli stessi dati del problema prece- 
dente , determinare i segmenti BD , DC* prodotti* fig- 
dalla perpendicolare AD nel lato su cui essa cade. 

SoLOz. Eissendo ne’ triangoli sferici rettangoli BAD, 


CAD 

1 : 

; CCS. AD : 

: cos BD 

: cos.BA* 

ed 

X : 

; COS..AD ; 

: cos.CD 

cos.C.i 

sarà 

cos.BD : 

: cos.BA : 

: cos.CD 

: C08 CA 


dalla qual proporzione, supponendo cos.BD > cos.CD , 


Digitized by Google 



PELtA TllCOnOHEnU 


Cap. 7 . i38 


e quindi C(M.BA > cos CA , sarà facile rileTar T altra 
cos.BD~cos.CD:oos.DD>|<ocos.CD::cos*ilA— ^cos.CA:cot.BA-^cos CA 
e quindi 

cos BD — ^ ros.cn cos BA rog.CA 


cos.BD cus.CO 


ni. Tiii. 


cus.BA cus. CA 


CD+nn CD-BO CA+AB CA— AB 

t«Dg. Uing = Ung. l.ng 

Nella quale equazioue è noto il secondo membro di 

essa , e I' un de' fattori del primo membro rappresentan- 

CB ... ri) 4 . DB 

te , eli e quanto ^ , se la perpeodicoUx* 


cada dentro il triiugolo, quanto , se cada filo» 

ri di esso ; die però , nel primo caso , sari nota la senù* 
difiereuza de' segmenti CD , DB , nel secondo la loro se- 
misomma ; e quindi essi segmenti resteranno Jacilmenta 
determinati. 


CoaoLLlaio. 

5 . 01 3. L’analogìa ritrovala nella soluzione dd 
presente problema , rioi , 

cos.BD : cos BA ;; cos. CD ; cos.CA 
fa vedere , tbe cos.BD sari maggiore, uguale, o minora 
di cos CD , si'coiidnebè sia cos.BA maggiore , uguale , 
o minore di cos.CA ; che perciò , 1' arco BD sari mi- 
nore , uguale, o maggiore dell'arco CD , secondocbi 
1' arco B.V lo sarà dell' altro CA. Vale a dire ebe : 
la un triangolo sferico , tiruto dal vertice di un an- 
golo C arco perp.ndicolare sul lato opposto/ il mag- 
gior segmento sarà sempre adjacente al lato ma^iort, 
d minort al minore. 
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PROPOSIZIONE XI. 

rioii-iifA 

$. ai 4- Dati i tre angoli di un triangolo afe* 
rìco , trovare la pcrpeudicolare sopra uno de’ lati , 
per etempio , quella sul lato BC [a]. 

S0L.C2. Dalla dimostrazione della Reg. III- di Ne- 
pero , si ha 


V- 


A 4 BtC A+C— B 

«cos ■ — .»ros. 


KlU.Xh scti.CJ 


* . 1 1 11V . ^ * 4 - ros.i 

«d inoltre, dall equazione co;.* = . ' " *> con'* o«. 

■oetituzioni analoghe a quello eseguite per ottener la 
formola precedente , rilevandosi che debba essere 
A4B-C B+C— A 

— COS. 

a % 


4 -=V- 


a V scn.il scii.C 

sarà , fareudo gli stessi passaggi che nel problema ante- 
precedente , 

A-I-B4C A-^B-C. A-4-C— B EfC— A 

! — COS.— ——COS. ——COS. — 

, a a a a 


«en.AD=a 


V- 


K*n. A 


jB con nna soslitnzionc audloga a quella dello scoi, del 
suddetto problema , putietido cioè A>|>B la 

precedente espressione di scii.AD si cambierà in que^ 
ft' altra 

, _ a\/ — ro*i S rosY.C — O ro« (S — B) cos^iS*— A) 

ien.ADss ■■■ ^ i — — ■/ 

seti. A 

£ sarà poi facile congegnare , dopo questa (*5pres> 
siunc , quelle allrit che rappn'sentano le pcrpendicula- 
ri sugli altri due lati del propcslo triangolo sferico. 
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A L I T E K. 

*fig-3g- 5- EFG il triangolo nipplementale del 

proposto ABC , e dall' angolo E , eh' è supplemento del 
lato BC , su cui cade la perpendicolare AD, s' intenda 
tirata nel lato FG , eh' è supplemento dell' angolo A , 
la perpendicolare EH , sari 
*5-i6a. sen.AD = sen.AB sen.B * 

» J. ai. e= sen.G.seu.EG ’ = sen.EH 

Laonde avendo lo stesso seno 1' arco AD , e 1' altro 
EH , dovranno esser 1' uno supplemento dell' altro : 
che perciò essendo dati i tre angoli del triangolo sfe- 
rico ABC , e quindi i lati del suo siipplementalc 
* J-aio.EFG i se determinisi in questo la perpendicolare EH *, 
si avri r altra AD corrispondente nel triangolo dato 
ABC , col prendere l’ arco supplcmenlale dell' arco EH- 

CoaoLLAaio. 

5 . 3i6- Dalla dimostrazione del precedente Aliier 
si rileva che : 

In un triangolo sferico , f arco perpendicolare ad 
un lato di esso , i supplemento dell arco perpendicola- 
re nel triangolo supplementale , abbassato nel lato oppo- 
sto , da quell angolo ck' è supplemento del tato tu cui 
cadeva la perpendicolare nel primo triangolo. 
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PROPOSIZIONE XII. 

T>0«LBlfA. 


i 4 » Cir. 7, 

t 


§. a 17 . Dati i tre angoli del triangolo sferico*./fg-38. 
ABC , determinare i segmenti BAD , CAD dì un 
suo angolo A , prodotti dalla perpendicolare abbassata 
da questo sul lato opposto . 


Sottìz. cos.AD = 


cos.B 


cos.C 


•S.idf 


scn.BAD seti. CAD 
dal paleggiamento de’ quali valori di eoa. AD ai rile> 
vera la seguente analogia 

cos.B : cos.C :: sen.BAD : aen.CAD 
dalla quale deriva l’ altra 

* eos.C*l-cos.B;co9.C— CO8. B: :sea. C AD-psen. BAD: sen, C AD' — sen.BAD 
cos.C — cos.B SCO. ( AD — SCI) BAD 

* COS.C -|- cos.B seii.CaD -p sen.BAD 

equazione che ridotta , per mezzo de’ numeri v , vi , 

’ VII ed viu del 5 64 , e del 5 . >8 , darà 


B + C, B- 

tang. tang 

a a 


CAD+BAD CAD — BAD 
cot : tang 


a ” a 

Ed in questa equazione essendo noto il primo 
membro , e risultando pur noto un fatture del secon- 
do membro , dinotato dalla metà dell’ angolo BAC , che 

, CAD - 4 - BAD , , , 

viene espressa da , nel caso che la per- 


pendicolare cada dentro il triangolo sferico proposto , 
, CAD — B.\D 

c da se cada Inori , resterà 

a 

determinato 1’ altro fattore , che nel primo caso rap- 
presenta la scmidilfercnza di que' segmenti , nel se- 
condo la semisomma , oud' è che questi verranno a 
conoscersi. 


però ancha 
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BBLXl TuOOSOMmU 
COKOLL ABtO . 


5 . ai 8 . Dall' analogtt ritrovata nel petente pro- 
blema , cioè , 

cos.B : cos.C ;; aen.BAD : «en.CAD 
li rileva , cbe etsendo cos.B < cos.C, debba anche c»- 
sere sen.BAD < sen.CAD. Or quando cos.B è minore 
* j. 63.di cos.C , r angolo B risulta maggiore dell' altro C * ; 
e nel tempo stesso dovendo essere sen. BAD minore di 
sen.CAD , quell' angolo è minore di questo . Adunque 
si vede che : 

% Jnun inangolo rferìeo , tòisto dal vertice di un an- 
gola Carco perpendicolare nel lato opposto , il segmento 
maggiore di quell angolo corrisponderà verso la parte 
ove sta Cangolo ella base mùme g ed al contrario , 


i 
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GAP. TlII. 

Dola Kumu della SUFEanctE, E DEL rEEIMETEO 
DI UN TEUMGOLO STEEICO. 

PROPOSIZIONE xra. 

paOtLBMA. 

5. 319. Dati i tre angoli di un triangolo sfe- 
rico , appartenente ad una sfera di dato raggio ; de- 
terminare la superficie di quel triangolo. 

Sia il triangolo sferico dato ABC Si compia dal- 
r ano de’ suoi lati BC il circolo BCDE , t> poi si pro- 
Innghioo gli altri due lati BA , AC da una parte fino 
olb ciramferenza di quel circolo in D , E , e dall' al- 
tra finché a' incontrino in F. E poiché l'arco EAC è 
di 180®, del pari che 1' altro ACF *, sarà pi-rciò rar-»J.nj. 
co EA uguale all' altro CF ; e similmente si dimo- 
strerà r arto DA uguale a BF. Ma è poi 1' angolo sfe- 
rico BFC uguale all'altro BAC, e questo al suo ver-*{.iig. 
ticale DAE*. Laonde i due triangoli sferici BFC ,*$.i3o. 
DAE saranno tra loro uguali * ; c quindi la porzioue*J-i4i . 
di superficie sferica racchiusa tra i due semicerchi ABF, 

ACF , la qual dicesi ordinariamente /iuo , sarà ugua- 
le alla so I ma de' due triangoli sferici ABC, EAD , 

Or siccome il Juso ABI C è uguale al prodotto del 
diametro della sfera , cioè di a/l nell' arco di cerchio 
massimo che misura rimlitiazione de' due cerchi ACF , 

ABF da' quali è terminato , ridotto nelle unità del 
raggio (*) i e che un tal aKo è dello stesso ' numero 

(’) N. B. Si può dimostrare come nella Prop. f.’fig.ilf. 
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di gradi e minali che l' angolo sferico A del triangolo 
*5- ug proposto*; perciò sarà la somma de' due triangoli sfe- 
rici BAC , £AD=: AXaA. Similmente siccome la som- 
ma de' due triangoli sferici ACB , ADC compie il fuso 
BADC ; perciò sarà quella somma = . E cosi 

pare si vedrà esser la somma de' due triangoli sferici 
BAC, EAB, che compiono il fuso EACB =s CXaA. 
Laonde riunendo in una somma queste grandezze , ed 
in un' altra que' prodotti ad esse rLspeltiva mente ugua- 
li , sarà 

3BAC-1-EAB+ DAC-fEAD = (A-f-B-J-C)XiA. 
Ma i triangoli sferici BAC , EAB , DAC , EAD pre- 
si insieme compiono , come si vede , la superficie 
dell' emisfero EBCDA , la quale adequa il prodot- 
to 36o° X A , o i8o° X ^A , supposto che il primo 
fattore i8o° si riduca all'unità del secondo. Adunque 
f sarà 

aBAC -f- i8o®XaA = ( A -f- B -{- C )X'iA 
e quindi, togliendo di comune i8o° X >A , e pren- 
dendo la metà de' due residui, sarà 
- BAC = ( A -I- B -f C — i8o” ) A. 

Vale a dire , che : 

La superficie dì un triangolo sferico i quanto F ec- 
cesso della somma de' suoi tre angoli su tSo" , rulotto 
in parli del raggio della -fera cui tal triangolo ferico 
appartiene , moltiplicato pel raggio stesso. 

del Lib. Ili , che il fuso ADDE stia all' altro AEBF , 
come DE ad EF ; dal che rilevandosi poi facilmeiite , 
che r luterà tuperBcie sferica stia ad un suo fuso ADBE, 
come la circonferenM KKC all* arco D£ , o come il pro- 
dotto di quella crreonfercaza nel diametro al prodotto 
del diameUo stesso nell' arco DE , se ne dedurrà , cito 
ilooomc quel primo prodotto pareggia la superHcte della 
Éen ) eoìi il secondo debba uguagliare il fuso ADBE * 
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5 aio. Onesta sempliciasinia esibizione della su- 
perficie di un triangolo sferico é dovuta al Wallis; 
ed essa ci mostra , che : 

È la ttessa la tupe^cie di tutti 1 ttiangoli sferici 
di una tfera, ne' ifuali la tomma degli angoli i la mede- 
sima. — £d essendo diverse queste somme , tali saperde 
sono proporzionali alt eccesso di esse somme su i^o®. 

IJ «pai carattere di eguaglianza , e di rapporto de’ 
triangoli sferici é incomunicabile co’ triangoli retti- 
lìnei. 

Scolio 11. 


n Gagnoli , nella sua dottissima Trigonometria (’) 
raccomanda , per 1’ utilità di cui può essere nella descri- 
zione de’ Planisferi , che sia rotula e divulgata la re- 
gola del de Gua (*•), per ridurre in settore circolare la 
su^cie di un triangolo sferico, la qual regola egli 
chiama meccanica «fctCmtiuazjoue, quantunque in real- 
tà non sia che una geometrica coostruzione della for- 
inola di sopra recaU” perl’aja del triangolo sferico :» «.«o. 
ed nna tal conslruzione ottiensi nel seguente modo. 

Dal centro O col raggio della sfera ilella cui su-* /fa li 
perfide i parte un triangolo sferico , si descriva il cerchio 
MPN ; e nella sua circonferenza si prendano , da un pun- 


to M , gli archi MN di 90®, ed Mivp— 

dinotando A , B , 0 gli angoli del triangolo sferico . 
Finalmente si giungano le ON , OP ; sarà il settore 

_ A-l-B-f-C— ,80“ 

3 X'/sA, cioè la quarta parte 

del proposto triangolo sferico. 


OS. 1145. edii. a. — (■•) Mcm. Par. 1783. 

IO 
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PROPOSIZIONE XIV. 


feobliha. 


§. aai. Determinare la superBcic di un trian- 
golo sferico , dati i suoi tre lati. 

SoLOE. Questo prolilem» si vede chiaramente che 
potrebbe ridursi al precedente , quando da' tre lati 
dati si passasse a determinar prima i tre angoli del 
Uiangolo sferico. Siccome però non v’ha biseco de’ 
tre angeli , ma della loro somma, per esibire 1’ aja di 
'S- **9’uu triangolo sferico cosi esso saia più facilmente riso- 
in fi’' riduccndolo al seguente : 

Dati i ttt lati di un triangolo sferico , trovare la 
somma de' suoi angoli. 


•fin 33 Sieno a,h,cì Ire lati , opposti rispettivamenle 
'agli angoli A, B, C, e chiamisi ns la loro somma. 
E poiché 

A-t-B+C A+B C ^ 

C 05 . 


= C 08 .- 


sen.- 


“0 

0 


A B 

CO*.- — cos. — - 


A 

-sen. — sen 
a 


B\ C 

Icos. _ 

ay a 


A B . A B\ £ 

sen.— cos. l-cos.— sen.-- l'Cn.— 

a ^ * y * 


sostituendo per 


A B B 

sen. — S cos. — ? !e;i. - cos —, 

^ ' O 


r, , < : 

sen. — • cos — 
a * 


i loro rispettivi valori re lati del tri.vngolo proposto 
( la forma de’ quali , pe’seni , fu rinvenuU «ella dimo- 
strazione della llegola li. Nei«riana , e po’ coseni si 
ottiene col metodo stesso ivi tenuto , applicalo all c- 

. 1 ..... A 1 cos.’— ’lc poi riducendo, col 

5 (io.quazione i -J-cos.A — a. cos. ^ 1 
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KMtituire s per I* semisomma de’ lati a , i , e , si avrà 

A+U+C_ jitin.t sen / sen « ien.(<— ^ 

'***■' j \V tcu.<> aeu.c V scn.ojcu.c 

V s«in.(>— A)*en.(»— /sen.(s— n) sen.r»— / sen.s sen.(a-c) 
xa.b «en c » sen.a scn.c ,/ V sen.o «n.S 

f j Kn.[f—i') teD.(< — c) jtert.s ten.(s — h) ^ 

\y seuAteu.e \ sea.aten.c 

V ,en.» sen.(i-n)^ /sen.(« -a) 

~ ita.b wa.c V »« a ^ “ •'“ * 

a / ««-n asen (»-n>en (.-A>en (.- eV ^„.r,_^V-.en.r.-AWsen.rs-aì j 

\ teu.a scn.^ ien.c \ ^ 

Or sen.i— sen.(r— c)=i.sen.'/a c cos.( r — '/.c ) * 'S-64.VI. 


c tì 4- ^ 
ssa.sen. — cos. « - 

a a 


KD.( j^) + seD.(r— a) = a. aen.( a — ) eoa. — ^ ( ) 

c a — b 
c= a. sen. — co«.— — 

3 a 

Laonde sarà 

«en.a — een.(a — c) — sen.(a — b) — sen.(a — a) = 

c / a — b a + * > 

— »• sen.-Qcos.- — cos.— - 

a. sen. */j cXa.sen. '/i b sen. '/a a * *5 ®^-*^* 


« — b 

(•) Se mai fosse 4 > o » •“ vece di cos. — — 
b — a 

tmbbc eoa. ■ 


Digitized by Google 



Cir. i43 


BBUl TtlGOlfOMETIIIi 


E quindi cos. 


A-t-B-l-C 

a 


4.sen.'/i a sen.'/« b sen.’/j c 
seu.a seu.6 sen.c 


^ sen.jXKB.(«— a)sen.(.(— i) sen.(j— c) 


* J. 47. Che perciò essendo sen.o=a.ieu.'/»o cos.'/ja* , e si- 
milmente trasformando sen.ò, sen.c, e poi facendo que- 
st’ ultima sostituzione nella formola precedente , si avrà 

A-|-B-fC Vsen.rsen.(» — <l)sen (r — i)sen.(x — r) 

COS. ■ — := : -r—, . 

a a.cos.'/i a cos. o cos. /a c 

la qual formola rinvenuta dal Gagnoli è assai più co- 
moda pel calcolo dell' altra che diede il de Gua (*) , 
per la soluzione del presente Problema. 


SCOLIO GENERALE. 

5. aia. Siccome in ogni altro caso di tre parti date 
del triangolo sferico , sempre si viene ad avere due 
angoli ed un lato, o due lati ed un angolo ; cosi de- 
terminandosi nel primo caso il terzo angolo , e nel 
secondo il terzo lato , si risolverà il Problema della 
valutazione dell' aja , riducendolo ad uno de' due pre- 
cedenti ; che perciò ci asterremo dal qui recare , per 
questi altri casi , soluzioni dirette , tanto più che que- 
ste conducono a formolo disadatte pel calcolo loga- 
ritmico. 


(•) Mem.,Par. 1783. 
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PROPOSIZIONE XV. 

TXOBLCMA. 

$. aa3. Dati i tre angoli di un triangolo sTe- 
rico , determinare il perimetro di esso. 

SoLvz. Per risolTere il proposto Problema , che , 
come si Tede , è l' inverso di quello al quale si era 
ridotto il precedente , si prenda la formola in questo 
trovata , dinotante il coseno della semisomma de' tre 
angoli ne’ lati , ed essa si trasformi per mezzo del tri* 
angolo supplementale , si avrà la seguente altra 
a-rb+ c V — cos.S cos.fS — A)co«.(S — B)cos.(S — C) 

SCO* ' ss ■ ■ .— ■■■■■■■■ ^ I 1 1 ■■ 

a 2.sen.‘/i A B seii.'/a C 

che soddisfa al presente Problema , e nella quale S 
rappresenta la semisomma degli angoli. 
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L I B R O V. 


OSO DELLE FOnMOLETRlCONOMETRlCnE NELLA 
SOLUZIONE DITA LEM PROliLEMI (iEOMETIUCI. 


5- 3a{' Allor<hè tra i dati di un prnblcinn geo- 
melricu conlcngonsi quantità angolari , o pur tliu ipir- 
ste dcriviiisi urlio svolgiinriiln drllr coiiieguriun che 
si fa , per pervenirsi da que‘ dati a fissar T equazione 
al problema , supposto clic esso algebricamente si risol- 
va , se mai la natura del problema è tale , che il quesito 
si richiegga iii valore , e non già geometricamente , 
in tal caso la Trigonometria olire pronti mezzi per 
ottener l’ intento. Siccome però è vantaggioso il ricor- 
rere alle formole Trigonometriebe nel cennato caso , 
cosi è , per servirmi di una frase del (iartesio , un 
pci-cato in Geometria contro del quale meritamente 
griderebbe Euclide , e tutta la Scuola Euclidea , se di 
esse si facesse uso , quando dell' equ.izione al proble- 
ma se ne volesse una geometrica composizione ; su di 
che sommi geometri moderni hanno ]Mista si poca 
avvertenza, eh' è ormai passalo in costume di frammi- 
schiare nelle geometriche soluzioni di que' problemi , 
che con T analisi algebrica si maneggiano , ove occor- 
rano triangoli dati di specie (*) , formole comprendenti 

(') Cioè tali che gliesene possa costituire un altro simile. 
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lìnee trigonometriche , come se tiuIU ripngnasse «Ila 
severa Geometria 1' intrudere , nelle sue operazioni 
esatte , quantità approssimanti. Ciò non ostante sì può 
anche in questi casi usar talvolta di esse con giudizio • 
e con grandissimo Tsiitaggio , senza derogare al rigore 
di un' esatta composizione geometrica del problema , 
come nel .seguente Libro faremo rilevare. 

Le ragioni finora dette mi hanno determinato a 
trattare , in questo Libro c nel seguente, di Applica- 
zione della Trigonometria a ricerche geometriche , sti- 
mando , che siccome da una parte non bisognava tra- 
lasciare di far conoscere l'uso vantaggioso che di essa 
può farsi nella risoluzione de' problemi , dall' altra do- 
vessero tali considerazioni a dirittura separarsi dall' or- 
dinaria Applicazione dclC Algebra alla Geometria , ove 
le equazioni a' problemi convien che sieno geome- 
tricamente construite. Ed acciocché meglio s' intenda 
quanto ho finora accennato, circa la distinzione dell' e- 
sibizionc del quesito dì taluni problemi in valore, o 
geometrica construzione , que' problemi che tratterò 
nel presente Libro in riguai-do alla prima specie di 
quesito , verranno anche recati nel nostro trattato dcl- 
r Applicazione poc' anzi detta. Soggiugnerò inoltre, che 
il presente Libro forma come una continuazione de' 
due ultimi Capitoli del Libro IL c IV. del presente 
Trattato , avendo recati in quelli solamente un certo 
numero di que' problemi , in cui i dati e il quesito 
alle ìmmedi.ite i-egole della risoluzione del triangolo 
gli rimellevaiio , sicché .si potesse pcT risolverli fare 
anche a uieito di ricorrere a simboli , e a maneggio 
di equazioni. 
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PROPOSIZIONE I. 

rKOBLSMi. 

azS. Esibire quel triangolo di cui sia data 
r aja , il |)eriinctio , ed uno degli angoli. 


Soldi. L' aja sia espressa da o* , il perimetro da p , 
e l'angolo dato sia B ’ ; e suppongasi che per 1’ e-’ fig.tt. 
sibizìone del quesito del proposto Problema si voglia 
in prima determinare il lato AC , che si cbiami x , 
opposto a queir angolo dato. Si abbassi da uno degli 
altri due angoli A la perpendicolare Al) sul lato op- 
posto BC. E poiché nel triangolo ABC è dato 1' ango- 
lo in B , e 1' aja , dovrà esser dato anche il reltango- 

aa* 

lo de’ lati AB , BC , che verrà espresso da ^ . 

sen.B 

Ed essendo AB-}-BC — x , sarà 
AB'-l-aABxBC-pBC*=:p’— apj+x* 

=/>•— apx+AB’-f BC*— aABXBCcw.B 

e quindi 

aAB X BC ( I -f- cos.B ) = p» — 

4a’ , 

cioè, ponendo per ìABXBC il P°® •“* 


trovato , sari 

p' 3px = 4 «’ ^ 

ed * = 


t -j- cos.B 


sen.B 

p ao’ 


=4a*cot. » »S-6». 

B 


•cot 

p a 


E gli altri due lati ti determineranno per mezzo 
delle formole esibite nella Proposii.xviu. del Lib. II. 
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Scolio. 

5 . ii6. Kcl rKolvere il presente problema «i i 
preferito di determinar prima il lato AC opposto al- 
1’ angolo dato , come aveva fallo il Gagnoli (*) -, 
poiché in questo modo la soluzione riesce più facile , 
pervenendosi, per la drlerininazione di tal lato, ad una 
equazione di jirimo grado ; mentre volendo esibire 
prima I' un de' lati adjacenti a quell’ 'angolo , come 
fece il Newton {‘•) , 1' equazione al FruLlema , per 
la determinazione di un di essi , sarebbe stata di se- 
cando grado , come intuitivamente si vede , dovendo 
tal' equazione includere i valori dell' un Iato e dell'al- 
tro , mentre ciascun di questi dipende similmente da 
tutte le condizioni del Problema. 

PROPOSIZIONE li. 

raOBLEMA. 

§. 337 . Esibire un triangolo ABC*, in cui i 
Ire lati AB , AC , CB , e la perpendicolare CD 
sicno in geometrica proporzione. 

SoLcz. È chiaro dall’ enunciazione , clic il trian- 
golo non sia cercalo che di sola specie ; ebe perciò 
la presente ricerca sì riduca a determinare gli angoli , 
Per ottenere ciò , si abbassi dal pnnlo A sul lato op- 
posto BC la perpendicolare Ac , e da c sulla BA l'al- 
tra ]>erpeudicolare cd. £d essendo 

BA ; AC BC : CD 
BA : Ac ;; Bc ; cd’ 
sarà BA ; Ac BA ; AC 


(*) Trigon. ediz. see. 5- 5gq. 

(*•) Ariihmct. Unimr. Set. IV. C.ip. u. Probi, vili. 
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elle perciò l’ angolo io C dovrò ewer retto ; cioè la 
Ac dovrà coincidere con la AC. 

Ciò posto , sta 

AB : AC :: i : cos. A * 

AC : CB ;; i : tang.A * 

elle perciò dovrà essere , per la condizione del J’ro- 
blema , i : cos.A :: i : tang.A 

sen . A 

e cos.A = tang.A = 

cos.A 

cioè cos.* A =3 sen. A 

o sia I — sen.* A e= sen, A 

equazione clie risoluta dà 

sen. A = — /j -f" '/■ V 5 = cos.B 
( si tralascia il seguo — del radicale , come condu- 
cente ad assurdo nella presente quistione ) ; cioè sarà , 
trascurando i secondi , 

l’angolo A ^ 38° io' , l’angolo B = 5t° 5o'. 
Scolio. 

5 . aaS. La soluzione qui esibita del proposto 
Problema dà luogo alla seguente geometrica composizio- 
ne del medesimo. 

Sul diametro AB * di un semìccrebio ACB si c- 
levi la perpendicolare BE uguale al raggio di tal cer- 
chio , e congiunta la AE , se ne tagli la EP uguale 
al raggio stesso , e poi si applichi in quel semicerchio , 
dal punto B , la BC uguale alla AP , e giiing.isi la 
AC; sarà ACB il triangolo cercato. 

Imperocché essendo AE‘ — EF‘ = AB’ ; sarà 
AB’=(AE.f EF) FA= (BA+AF) AF =(BA-f-BC) BC. 
= BA X BC + BC’ = BA X BC -p AB’ — AC’. Laou- 
de sarà BA X BC = AC’ ; e perciò BA : AC :: AC : BC, 
ed anche come BC : CD *. 


• 5 - ; 4 - 
•$ 76. 


•A«. 43. 


'8. £7. VI. 
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PROPOSIZIONE m. 
proelbva. 

■ 44 - S' qua<lrilatero ABDC*, che La gli 

angoli in B , C retti , dati i lati AB , AC , e l’ an- 
golo A compreso da essi ; determinare gli altri due 
Iati CD , DB , e le diagonali AD , BC. 

SoLUX. Si prolungLino i lati AC , BDdel qoadrilaU- 
xo fiochè s’ iacontrino in E , e pongasi A B e= a , 

AC => b. 

£ poiché sta 

AE : AB :: I : eoa. A 
a 


sari 


AE = — — » 
cos. A 


CE 


-A 


e quindi ^ ^ 

Similmente essendo 

BA : BE :: I : tang.A , 
sarà BE=flXtangA. 

Or I pc* triangoli simili ABE i DCE | sta 
EB : BA : EC : CD 
. a 

cioè oXlaog-A ; a :: 

Adunque sarà 

CD= “ 


cus. A 


— i:CD 


Cos.A. tang.A tang.A 


sin. A tang.A 
a — b ros. A 


seii.A. 

Nel modo stesso , se si fossero prolungate le AB | 
CD, sino ad incontrarsi , ti ssrcLbe avuto 

_ b — a COS.A 

BD =3 — • 

teu.A 
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Si tono dunque ottenuti i valori de' Iati BD, DC. 

Ed è poi , pel triangolo BAC , la diagonale 
BC = V ( <*’ -|- i* — aai cos.A) 

E , pel triangolo rettangolo ACD , l’ altra diagonale 
AD = V ( AC- + CD- ) 

- /Ti. . /« — ìco»-A\.t V(o'+i’— ani cos.A) 

=VL* +l~n.A. — ijzÀ — 

Adunque si è interamente soddisfatto alle condiaioni 
del proposto Problema. 

PROPOSIZIONE IV. 


raoBLBisa. 

§. a3o. Dato 1’ angolo solido in O * di ua pa**^g.45. 
rallelepipedo , cd i tre lati OA , OP , OQ intorno 
ad esso ; determinare quel solido. 

SoLoa. Dal centro O , col raggio OA s' intenda 
descritta una superGcie sferica , e sìa ABC quel trian* 
goto sferico di questa , ebe sottende l' jangolo solido 
proposto , ebe or trovasi al centro di essa , e del quale 
saranno dati i lati a, 6, c, come dell' islesso numero di 
gradi e minati degli angoli eh' essi rispettivamente sot- 
tendono. S' intenda tirata dal punto A sul piano oppo- 
sto POQ la perpendicolare AE , e per questa , e pel 
centro O passare un piano, che segnerà in quel trian- 
golo sferico r arco AD perpendicolare all' altro CD, 
e si avrà 

*\/*cn.s sen. (t — a) sen.(r — A) seu ( j — c) * 
sen.AD — ■ ■ ■ ■ *t.aio. 

seu. a ' 

e quindi , dinotando la OA con r, sarà 
AE ss AO sen.AD 

arV*en r sen.(f — a) sen.(s — A) sen.(j — c) 


seu. a 
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Or il paraMflogrtmmo coalituito co' lati PO j OQ, 
e coir angolo dato da essi compreso , ponendo PO = />, 
ed OQ = f , La per espressione del suo valore pq sen.a. 
Adunque, dinotando cun M la solidiU del proposto 
parallelepipedo , sarà 

U= ^pqr V sen.(r — a) aen.(j — b) scn.(f — c) 
Scolio. 

•/fj.46. S- nella piramide triangolare AOQP sie- 

no dati i tre lati AO , OP , OQ intorno al dato an- 
golo solido in O, la solidità di e.sa si avrà, prendendo 
la sesta parte di quella del parallelepipedo che si com- 
pirebbe col dato angolo solido in O, e co’ lati OA,OP, 
OQ. E sarà poi facile il ridurre al caso precedente la 
valutazione della solidità di una piramide , dati tutti 
i sei lati di essa. 

' PROPOSIZIONE V. 

VaOBLIMA. 

•Jig. liq. §. 3 3 a. Con gli stessi dati del Problcm» pre- 
cedente ; determinare le diagonali di quel paralle- 
lepipedo. 

Soixz. È chiaro che queste diagonali aieno quat- 
tro , due che sono quelle stesse dei parallelogrammo 
AOEF , che passa pe’ lati AO , EF del parallelepi- 
pedo , e due altre che appartengono per diagonrli 
all' altro parallelogrammo HPQG , che passa pe' lati 
PII , QG di tal solido. 

Or ecco in qual modo bisognerà coodttrsi per de- 
terminarle. 
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OE’=OP* 4- PE> -f. aOPxPE coj.POQ 
= + V? 

e quindi 

OE = ,V (p’ + 7’ + cos.o) 

È poi , indicando con a! 1 ' angolo POE , 

PO*+OE’ — PE‘ P + 7 , , 

C05.g S - '■ ^ * C. TQ. 

aPOXOE V 0 '’+ 7*+-*/'7 <^<>“>. 0 ) * 

, PB X (cn.POQ a gen.a 

sen.o = i-* 2 • s. 

• Ot V(p-'4‘7'“f"*A’7 “a-®) ^ 

Di più nell’ angolo solido O del parallelepipedo 
proposto , conoscendosi i tre angoli piani in () , che lo 
comprendono, si potrà determinare l’ inclinazione scam- 
bievole di qne’ piani in cui essi esistono , col risolvere 
il triangolo sfèrico ACB* che sottende queH'angolo solido, 
per determinarvi gli angoli da’ lati*; che perciò sarà’5- 174. 


cos.B =- 


■ ros.o ros c 


•Si53. 


E nell’ altro triangolo sferico ABC', che sottende l'al-*/ff,4j. 
Irò angolo solido in O, compreso dagli angoli piani AOP, 

POC' , AOC' , in cui i piani de' due primi sono in- 
clinati tra loro iicU’ angolo dato B , e'Sendo 

csjs.i' — cos.o' cos.c -|- .sen.o' seii.c cos.B * • J'i 53 . 

si avrà , sostituendo per cos o', sen.o', e sen.B i loro 
valori di sopra ritrovali , c poi ridiireiido , 
w pcos.r-fr/ros.i 

V 0'' + 7‘ + 

Finaliueiile nel triangolo AOE, essendo 
AE’ = AG’ + OE* + aAOxOE cos.AOE 
si avrà , fatte le convenienti rìdiuioiii, 

AE’ = r' -}-p’ -f- 7' -|- ■a/'7 cos.o -[- apr cos.c -|- cot.A 
K siccome il valore del cpiadrato dell' altra diagonale 
Gl’ non si distingue da cpiello della già ottenuta , se 
non j>erchè il coseno dell’ angolo 0.\F supplemento 
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del^ angolo AOE , è di ugno contrario a qoeOo di 
quest' angolo ; perciò si arri 
OF*c= cos.o — aprcos.e — a^rcos.ò 

Or per avere le altre due diagonali HQ , GP del 
parellelepipedo proposto , sarelihe bisogno di euguire 
tutti gli stessi passaggi finora latti , valendosi però del- 
1' angolo solido in P in vece di quello in O ; ed in 
quell' angolo solido , de' tre angoli piani che lo com- 
prendono , i due IIPO, OPE essendo i supplementi degli 
altri AOP , POQ ( e , a ) , due de’ tre che comprendo- 
no r angolo solido in O , ( il terzo OPE è uguale al 
terzo AUQ ) , debbono perciò aver quelli i coseni di 
contrario ugno a' couni di questi. Adunque , si avranno 
le espressioni de' quadrati delle diagonali UQ, GP, cans- 
biando rispettivamente nelle gii ritrovate per A£’, OF* 
i segni di cos.a , e cos.c j e cosi facendo sari 
HQ*= r — apy cos.o — aprcos.c-pa^rcos.ò 

PG’= r’-fp’.J -^* — aptf cos.o-^apr cos.c — afr cos.ò 

Scolio. 

5 . a33. Sommando insieme le e^ressioni otte- 
nute nel precedente Problema, per le quattro diagona- 
li di un parallelepipedo , si vedrà esure 

AE* -f OF* + HQ* -{- PG* = 4( r’-{- p'+ q' ) 
cioè : — La lomma de quadrati delle quattro diagonali 
di un parallelepipedo , è il quadruplo della tomma de' 
quadrati de' tre lati intorno ad un angolo solido del 
medesimo. 
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LIBRO VI. 


TJSO CHE PUÒ’ FARSI DELLE FORMOLE TRIGO. 
NOMETRICHE, NELLA SOLUZIONE ALGEBRICA DI. 
TALUNI PROBLEMI , CHE DEBBONO POI ESSER 
GEOMETRICAMENTE CONSTRUITI . 


5 . a34- Le forinole trigonometriclie principali 
non sono altro , come si è tante volte veduto , che il 
risoltameoto di proporzioni geometriche, nelle qnali ti 
è espresso l’ nn de* termini per mezzo degli altri tre : 
esse dunque in loro implicitamente comprendono quel- 
le analogie da onde sono derivate , e quindi possonai 
ntilmente impiegare nel risolvimento de' problemi , in 
risparmio di proporzioni risultanti da triangoli dati di 
specie. E questi problemi resteranno tuttavia suscettivi 
di una convenevole geometrica composizione , purché 
quelle formole , o analogìe che esse dinotano , ne- 
cessarie solamente allo sviluppo de' dati per conse- 
guenza , svaniscano da loro medesime nell' equazione 
finale al problema ; il che non di rado avviene : o 
pure ottenuta questa si sappiano esse maestrevolmente 
trasmutare ne' convenevoli rapporti , che rappresenta- 
no . E noi r una e 1' altra delle suddette cose dino- 
teremo meglio co’ seguenti problemi , de' quali nou ne 
abbiamo moltiplicato il numero , per lasciar luogo 
a' giovani di esercitarsi da loro medesimi. 


SEiui Tmgomouetiiiì 


i6s 

Avvertiremo intanto, che siccome l' eleganca nella 
toluzioue de’ pruhiemi , la qual consiste principalmente 
nella faciltà della loro composizione , è la primaria 
qualità che i geometri accorti vi richieggono ; cosi colui 
che si occupa a risolverli dee sempre preferir que' mezzi, 
nella moUiplicità de’ metodi che la Geometria e 1’ Anali- 
si moderna somministrano , che sono più conducenti allo 
scopo suddetto. Che perciò non converrà usare le for- 
molc trigonometriche, nel risolvere con l'analisi alge- 
hrica un problema geometrico , se non quando effetti- 
vo vantaggio se ne ritragga in ottenere I’ equazione 
ad esso . E debbono poi le trasformazioni da farsi , 
se mai occorrano , per render questa scevra da quan- 
tità trigonometriche , esser semplici c facili ; sicché non 
si abbia , prima di giugnere alla construzione geometri- 
ca dell' equazione , a durar molti stenti , e molta fa- 
tica in renderla puramente algebrica , E potrà anche 
farsi uso di formole trigonometriche in dimostrar teo- 
remi , quando in quelle dimostrazioni vi sia necessario 
r uso de’ triangoli simili , come in più luoghi del pre- 
sente Trattato si è potuto vedere. 

PROPOSIZIONE I. 

raOBLBMÀ. ' 

5 . a35. Dati i lati di un quadrilatero inscritto 
nel cerchio ; determinare le diagonali. 

'/fg.48. Sonoz. Sia ABCD* quel quadrilatero, i cui lati 
AB , BC , CD , DA dicansi rispettivamente a, à, r, H. 
Si esprima inoltre con x la diagonale AC , e con 
r altra BD. 

Ed essendo nel triangolo ABC 
j. ao. x’s= o’-j- i’— -aaJ COS.B = o’-{- i’-f- aoicos.D • 
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e cos. 




icd 


'S 79- 


x' = a> + 4* + aoi 


’c' + li* — X' 
i.cd 


■) 


Quindi 




_ -I- ^>') ^ + ( C*+ 


ve 4c + arf / 


£ siinil malte à troveti essere 

•(a* + <i*) 4c 4- ( 4*+ oJ'^ 

■ ad 

Le quell ^pressioni delle diagonali , sono , come 
ben si vede | scevre da grandezze Irigonomelricbe , e 
geometricamente constroibilì. 

PROPOSIZIONE n. 


rnoBLiKÀ. 


a36. Date tre rette , ritrorare il raggio di 
quel circolo , in cui essendo &«se successivamente a- 
dattate , verrebbero a sottendere una mezza cir- 
conferenza. 


SoLoz. Sia ABCD* il circolo cercato, ed AB, BC,*_/fg.49. 
CD dinotino le date tre rette , adattate successivamente 
in esso per corde , sicché 1' arco ABCD sia una mez- 
za circonferenza , cioè iSo". 

Si dinoti la corda AB per a , la BC per 4 , e 
la CD per c, ed il raggio ignoto ED per x. Inoltre 
si chiamino « , /3 , y gli archi AB , BC , CD ; saré 
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Or perchè i tre «rchi «, |3, y compiono una se- 
micirconfereuia , e la meU loro un quadrante ; per- 
ciò dovrà essere 


sen.'/ay = cos.'/a(*-|-^ 

= eoe. '/a a cos.'/j /S — een.'/a « sen.',^ p 
e sostituendo , per ciascuna delle quantità trigonometri- 
che contenute nella precedente equazione , le loro cor- 
rispondenti espressioni simboliche di sopra ritrova- 
te , sarà 

i=v(-avc-i)-p- 


Dalla quale equazione, per mezzo delle ovvie riduzioni, 
si avrà quella al proposto Problema , eh’ è la seguente 
x’ — 1/4 (u’ -f 4* + c’ ) X — ^4 abe = o 
come per altre vie aveva ottenuto il Newton (’). 


PROPOSIZIONE m. 


VROBLEMA. 

§. a37- Inclinare da un angolo A del quadra- 
to ABCD la retta AFE , in modo che la parte FE 
di essa , che rimane frapposta tra i lati dell’ angolo C. 
opposto ad A , sia uguale ad una retta data. 

SoLcz. Pongasi = FE = 4, e tang.DAE = x, 

sarà seg.DAE cs ^ ( i ^ .e' ). 


(•) /irilh. L'niv. Sect. IV. Cap. i. n. io a i5. 


Digitized by Google 


Lituo VI. 


i65 


Or I } Uiig.A fa-] AD fa] i DE zs ax 
e perciò CE = o* — a. 

1U« è poi 

X : V' ( I + r- ) :; CE [ ax — a] : EF [i]. 

Adunque uri 

òx = (ax — a) V(l+x*) 
e quadrando amLo i memliri , si arri 

A’ X* = a’ — aa’ x aa* x» — aa* x* _|_ a* x*. 

Ciò posto, se sopporpnsi Je linee IrigonomeU-iclies». 
praindicate pnse per un raggio espresso da a , IV 
quasione pi-opojU dovrà divenUre uniforme ne' suoi 
termini coll* ÌL'trodjrvi$i I' a per moltiplicatore, o divi- 
sore convenevolmente} ed essa pi-endc.à perniò la se- 
guente stira forma 

A’ = a* — aa’ x aa* x* — aox* -]- x* 
nella quale la x non rappresenta più la tangente tri- 
fonometrica della Tavole; ma bensì la retta DE. 

Scoilo. 

S. a.Ì8. L* eqnaxione qnassù ottennU i ideub'ca a 
^eUa alla quale per altre vie pervenne il msr rbtm- de 
r UopiUl (*) ; ed essa si abbasserà al secondo grado , 
aggiugnendo a’x* ad ambo i membri , e poi estraen- 
do da’ medesimi la radice quadrato (•") , per messo 
della quale operar.iooe si avrà 

— «r i * V ( a’ -h A’ ) =o + ex 

ponendo a*-J-i'=c». Sicché quell’ equasione sari il pro- 
dotto delle seguenti olire due 

I» — ( a e ) X -{- a* = o 
*’-(« — c)x-{- a* = o 
ove la X non rappresento piu la tangente trigonomc- 

(*) SéciioDs Cooiques Lih. x. 

(”] Anal. Alg. El. edis. 3. 5 . 164 . 
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trica di un angolo , ma efTettÌTam«ile nna retta come 
la DE , subitochè il raggio trigonometrico si é cam- 
biato in questo caso nella quanliti a , che rappresen- 
ta la AB. Ed avrà quindi luogo la stessa composiaio- 
ne del problema , che diede il marchese de 1' Hopitai 
nel luogo citato. 


PROPOSIZIONE IV, 


r a o a I. E M A. 


a3g Dividere in tre parti ^uguali un dato 


angolo relliliueo , o 1’ arco che la sottende. 




’ (. 43. SoLVX. Essendo sen.3$ cs a.sen.ae cos.o — sen.n 

■ i,r — 

. I , = 4 >en.« — sen.« 

:n) I 'I "'•( ut . ^ r T t.h-b 

•■t-i IM , i i t. ' c=4 w“-9. ('— 
sarà , eseguendo la moltiplicazione , ed ordinando per 
rapporto a sen.f , ’ 


4.seu.’^ — 3.scn.^ sen.3i^ o M 

Equaziouc che essendo al terzo grado, e del caso 
irriducibile, dee avere tre radici reali (''b ognuna delle 
quali darà il seno di un nomerò di arehi terza parte 
rispeltivamcule di altri il cui seno à quanto sen.3f . 
Al quale oggetto converrà por mente alle seguenti 
considerazioui. 

• J. i4- U ^ “n orco 3^ è * ancor seno degli archi 
36o® -(-3i^, i.3tìo®-j-3y , 3.36o“ -l-3f , 4.3Go®-f-3f,cr. 
che perciò le radici di quell’ equazione saranno com- 
prese tra quelle , elio dinotano i seni delle terze parli 
di tali archi , cioè tra 


(*) Anal. Algebr, elem. 
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Mn. ^ sswii.f 

»cn.(iao®-|.^)=sen.( 6o5l — <f) 

*en.(a4o“+^)=scn.(>8o® 4- 6o*-)-^)= — scn.( 6o“-}-f) 
seti . (36o® =seii . if 

$en.(48o®-f-f )=*cn.(36o®-f- 1 )= «en.(i ao®-{-^) 

= scn.( 60® — if) 

$en.(6oo®-f ^)=5en.(36o®-|-a4o‘‘+f)= »en.(a4o®+f) 

= — scn.( 6o®-4-f) 
ec. re. 

Donde apparirà , che i seni delle tene parti di 
tutta la serie degli archi all' infinito , che hanno lo stes- 
so seno dell' arco 3^ , non sono eiTettivaniente che tre 
diversi ) cioè 

sen.f , sen.( 60® — (^ ) , — sen.( 60® -f. ^ ) 

che perciò tutti quegli archi suddetti resteranno tri- 
segati, per mezzo della stessa equazione di sopra otte- 
nuta , le cui radici sono 

sen.f , sen.( 60® — ^ ) , — sen.( 60* .4. ^ ) 
delle quali due prese insieme , cioè la .seconda e ter- 
za , si distruggono con la prima , come dee aver luo- 
go per la natura dell' equazione M (’). 

Similmente , se coiisidcriusi gli archi inversi di 
quelli soprannotali , cioè , 

3(io® — 3f, i.36o® — 3f, 3.36o® — 3^, 4-36o® — 3^, cc, 
si vedrà che i seni di questi ricadano uegli stessi' 
seni di poc' anzi , ma con ordine inverso ; di tal che., 
venghino dinotati da — sen.(6u®-|-^ ) pel primo di essi 
archi , da sdì. (60® — ip) pel secondo , da sen.f pel ter- 
zo , e co.‘l ccntiiiuiudo . 

Dal che resta gener.il nente comprovato , che tutti 
gl' infiniti ad hi di cere hio die liaiino iu valore lo stes- 
so seno, rest'ino tri-egali per mezzo della medesima e- 

(•) Ansi. Algebr. elem. 5- 334. ’ * 
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quazioue di Imo grado di sopra oilenola, ridocendoat 
un tal problema alla delcrminarioDe di tre sole radi- 
ci , ciascuna delle quali rappi-esenla il seno di una 
serie di archi. 

CoROLLSaiO. 

J. a4<’- ^ dinoti per q la corda dell’ arco 3^ , 
e per z quella dell' arco ^ i le quali corde sono i dop- 
pi! de' seni rispellivi di essi an:hi , la piecedente e- 
qnacioDe si trasformerà nell’ altra tra ease co.de 
1 * — 3a -J- f = o 

eh’ è qndla stessa che , per merzo di consMerazioni di 
triangoli simili, aveva oiieuola il Cartesio (') . Ed essa 
geometricamente consiruita darebbe la composiziona 
del proposto Problema. 

Scolio i. 

5-*4'- Dalle precedenti considerazioni è facile ri- 
levare , che r analisi algebrica , la quale generalmen- 
te indica , che il problema della trisezione angolare 
abbia tre soluzioni, eVè quanto al suo scojio genera- 
le si appartiene , ne guida por facilmcnle all’ indivi- 
duazione delle medesime , rllorchè a’ suoi risultameli- 
ti si accoppiino le convcoeioli cotts<'dera/.ioDÌ geome- 
triebe, o trigonomclriche , secondo la natura del pro- 
blema stesso ; giacebé non bisogna pretendere , ebe eaia 
ci dia, col suo linguaggio astratto, maggiore spiega- 
zione di quella che gliesene chiede . E da ciò si ve- 
drà , che sia non bene intendere la natura della mede- 
aimt r attribuirle a difetto , che ne’ problemi non 
dia quell’ esatta distinzione di casi , come la Geome- 

(*) Gtamt», Lib. III. 
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tris. Ni tampoco qneiU ce ne direklw , kddove un* in. 
dagine non vi fi bcesse per dùtiuguerli. Avviene spes- 
to , che coloro i quali ignorano un metodo , attribai- 
scono ad e&>o que* difetti , che sono propri! della loro 
ignoranza. Ed è perciò , che i puri e semplici sciogli- 
tori di problemi all'antica maniera , trattano d’ insuf- 
ficiente il metodo algebrico de' moderni , o al conira- | 
rio questi quello degli antichi •, mentre ciascbeduno ha 
le proprie risorse , che adoperale a proposito lo ren- 
dono utile e pre;^ecole . Per maggiormente mostrare 
questa conispondenza de’ due metodi nel presente 
problema , si riscontrino le considerazioni geometriche 
fatte da Riccati e Saladitii sul problema della Iriseaio- 
ne angolare (*) , e la Prop. zìi. del Trattato A/uilitito 
dt Luoghi Solidi del Fergola. 

Scolio ii. 

5. 94*- ^ nott parmi fuor di propoeito , ri- 
tornando al teorema sulle corde dimostrato nella pro- 
posizione VI del Lib.I., di far vedere come , senza né 
meno ricorrere alle riduzioni falle nella formola del ‘ 
seno dell* arco triplo , si possa agevolmente olleuere 
1 * equazione al proposto problema , o anche a quello 
universale di : 

Dividere un arco dato in tfuabaufue numero di parti 
uguali. 

In fatti, ponendo la prima corda ABss' z, e la sua* Hg. 7. 
supptemenule BH , che dovrebbe essere espressa da 
V ( 4~*' ) 1 dinotandola per hrevili con^r , sì avrà, 
per le corde AB , AC , AD , AE , AF , AG , ee. che 
chiamerò 1 , 11., 111 , tv , v , vi ee. , la seguente 

(*) InMit. Mndlft, Lib. II. pag. a 2 a e 933 voi. L 
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. TAVOLA 

I. corda = z 

li. . = 

III. = * ( ^*—1 ) 

IV. = c ( r^—yr ) 

V. = s ( ) 

VI. := 2 ( ) 

VU. = 2 (/_5/*+ 6y—i ) 

vili. C= 2 ( ^’ — — 4/ ) 

ec. ec. 

E ponendo nellespressione della terza corda , che 
chiamerò q , V(4 — ~‘) di , si otterrò di nuovo 

r equazione al precedente problema ; e cosi per le altre. 

J. afS. La legge onde prc^rcdiscono le esprcf- 
aioni di sopra recate , ordinate rispetto alla / , ò la 
seguente 

l.° I termini della formola di ciascuna di tali 
corde alternano pe'loro segni. 

a.° Gli esponenti della y van descrescendo del 
numero a. 

3." I coelTicienti de' secondi termini delle suddet- 
te espressioni formano le progressione de' numeri na- 
turali o, o , I , a , 3 , 4 t 3, ec. I coefficienti de'ter- 
zi termini sona i numeri triangolari di quest' altra serie 
0 , 0 , 0 , 0 , i,3,b, io,ec. Quelli de' quarti ter^ 
mini sono i numeri piramidali della serie o , o , o, o, 
0 , 0 , I , 4 , cc. e co>i in seguito. K potrà pure la forma 
di ugni termine di ciascuna serie rilevarsi dal termine 
generale di cui essa è suscettiva , essendo riducibile a 
diflerenze costanti . E finalmente la formola generale 
della corda di un arco che sia il moltiplice n di un al- 
tro , dalla quale dipende la divisione di un arco dato 
io nn numero n di parti uguali , sarà la seguente : 
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C o— B , (n — 3)(/i — 4) 

'■ Li Li y—! _ 

E voleodo inscrivere nel cerchio del raggio 1 uo 
qualsivoglia poligono regolare , cioè volendo dividere 
la sua circonferenza szr nel numero n di parti ugua- 
li , lusterè porre la precedente espressione generale 
uguale a zero ^ poiché essa in questo caso divieu tale, 
dinotando la corda di nna circonferenza di cerchio ; e 
colla solita sostituzione di V ( 4 — ^' } P" J'i ** 
r equazione dalla quale dipende la determinazione della 

corda dell’ arco — . 

n 

Ma chi desidera maggior estensione al presente 
argomento , legga la dotta Memoria del Pergola inse- 
rita nel Voi. II. degli Atti della nostra Reale Accade- 
mia delle Scienze , dalla qnale abbiamo noi tratte le 
considerazioni recate in questo Scolio. 
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AL LIBBO I.' 

t 

Al 5 . 3. 

Oliò che <]« Dai si % asserito relativamente a' nume- 
ri scelti dagli antichi trigonometrì , per rappresentare la 
circonfereota, e '1 raggio, chiaramente il mostra Tolomeo, 
nei suo Almagesto , dicendo ; Quia computatio per iilos 
numrros commodior est ( Lib. i. c. 8)^ c poco dopo 
loggiugnendo : Vniversalitrr autem utemur mimeris juxta 
testagenarii rationem, ne fractionum dijficuhatcs tini noòi$ 
impedimento. 

Al Gir. 111. 

11 metodo da noi adottalo , fin dalla prima ediaio- 
ni di questa nostra Trigonometria , per conoscere i segni 
da' quali debbono essere afiette le linee trigonometriche degli 
archi per l' intera circonferenza , ci h sembralo esser natu- 
rale , ed esente da principi! posizionali , come ordinaria- 
mente suol praticarsi. Che anzi esso potrb servire di nor- 
ma a stabilire in modo più acconcio I' idea precisa de' ri- 
snltamenti , o soluzioni negative ne’ problemi geometrici . 

E noi non mancheremo di valercene , allorché si Uatterh 
della Geometria jinaUtica. 

Alle Paop. VII. Vili. 

Crediamo di far cosa utile a' giovani , recando qiù I’ or- 
dinaria maniera de’ trigonometri in dimostrare questi dne 
teoremi, 

Sieno BE , ER * gli archi proposti, i coi seni sie-'/fg, 5i, 
ne EH , RD j e CH , CD i coseni : sia poi RIf Q seno 
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della loro somma , dai deB‘ arso REB , PQ il seno della 
differenaa di essi , cioè ddP arco PB. 

Si compia la figura come si vede. Ed essendo simili i 
triangoli CEH , CDG , sta 

CE : EU :i CD ; DG 

cioè ( chiamando <|> e t gli archi BE , ER , e dinotando 
per 1 il r»«gio CE ) 

1 ! aeo-tp Js coa.d : DG — ^ len.^ coa« 6 . 
Similmente per gli altri triangoli simili RDF , CEH sta 
CE : CH;; RD : RF 

cioè I : coi.f t; Rn.* ; RF — coa.^ sen.l. 

Laonde essendo 

RN = Rn.(,+ ») = NF + FR = GD+ FR 
si avrh 

f ..).•) = sen.f eoa.» + Rn.l coa.f 
Inoltre per esRre RD =: DP 1 è anche RF = FS 
che perciè PQ =s DG — RF , darh 

Ro.( f — • ) — ien.f oos.a — aen.» coa.f 
Ritornando nuovamente agli stessi Uiangoli simili con. 
siderati di sopra , si vedrh die , po' triangoli tiaaili ECH, 
DCG , debba essere 

CE : CH CD s CG 

cioè > : eoi.? " «>»■• f CG = eot.f eoa.» 

■ E che per gli altri triangoli sìmili CEH , RDF si abbia 
CE ! EU ;; RD ; DF 

cioè 1 : aen-T :: R» * '• DF = aen.^ aen.» 

Che peri risulieth 

CN=diG— GN=CG— DF =coa.i> eoa.*— sen.(p Rn.» 

C<Ì=CG+GQ=CG+GN (•)= cos.(poos.«+Rn.T sen.t. 
Ma CN = cos.( ? + » ) , e CQ = cos.(t ) . 
Laonde sarb 

^ ^ t ) = C0S.9 eoa.» — Rn.^ Rn.» 
eoa.(f — •) = « 0 *'? *<**•* "i" 

E quesu dimostrasione , col variar Rmplicemente la 

(•) Per «sere CQ= CN, siccome è PD = DR, 
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figura, si redi^ appartenere a due archi qualunque , pur- 
ctiè però si tenga conio de' segni de' seni e coseni di tali 
archi. ■ 

II Legendre , nella sua Trigonometria, al J.xix , non 
avendo pensato , che una tal dimoslraxione poiesse gene- 
ralmente aver luogo , come noi abbiamo qui avvertito , 
ma che semplicemente potesse estendersi , mutando la fi- 
gura , a due archi la cui somma foste minore di 180^, ha 
dovuto ricorrere ad altro espediente trigonometrico , per •• 
stendere a due archi qualunque la dimostraxione delle for> 
mole del seno e coseno della somma , o differcnxa di due 
di etti . 

Al Cob. maLA Paop. IX. 

li' espressione di tang.lf ti otterrò nel seguente modo 

_ 3 .Ung ^> — taug.> • 5. 5 ». 

® ^ I — tang.f lang.af 1 — 3 . lang.'y • J. 53 . 

£ similmente ti otterrebbero le espressioni per taog.4y 
Ung.Sf ec. 

A' 5$. DAL 63 . AL 68. 

Chi desidera più ampio sviluppo di queste formole , e 
r indieatione degli usi principali di esse , ritoonlri la Tri- 
fansmelria di Antonio Gagnoli. 


IX 


Digitized t?y Google 


Lii. a. 178 


BOXE 


AL LIBRO II. 


Al Caf. III. 

Con U determtDitiooe della perpendicoUie, ne' dircr- 
•icasi di riiclvimento del triangolo esposti nella Prop.Tiii., 
•i adempie all’ oggetto della misura di esso , con tre parti 
qualunque distinte , che ne sien date. U che forma il cotn- 
pimento dell, ricerche trigonometriche. 

Alla Paop. IX. 

Nella loluaione di questo problema sta compresa quel- 
la dell' altro caso , ove sien dati due angoli del triangolo , e '1 
lato sottendente 1’ un di essi. 

Inoltre è chiaro , che nel caso , che fosser dati i la- 
yfg.i4.ti AB , AC del triangolo, e P angolo ABC da essi compre- 
so , la perpeddicolare BD sarebbe espressa da AB.sen.A , 
e'I segmento AD da AB.cos-A ; che però ti è tralasciato 
di fare special menzione di questo caso. 

Alla Paop.X , ed al tuo Scolio. 

I risultamenti ottenuti ne' due soprannotati luoghi , l' tmo 
per la perpendicolare in un triangolo , 1' altro per 1' aja 
di esso , possono servir di esempio per I’ uso vantaggioso 
che può farti delle formole trigonometriclie nella soluzione 
di taluni problemi geometrici ; del che tark piit special- 
mente detto nel Lib. VI. 


Digitized by Google 



VOTI 


*79 Lìi. 3. 



AL LIBRO III. 


Alla Pkop. III. 

Ci5 ebe sì dimostra in questa ProposiiioDe , o suole 
assumersi senza prova, o pur dimostrarsi con ragionamenti 
analitici approssimanti , e che ci avrebbero di più obbli* 
gato alla ricerca della serie che rappresenta 1* arco nel se* 
Do^ il cbe da noi si voleva evitare . Abbiamo perciò te- 
nuta, in fare tal dimostrazione, un'altra strada, che ci è 
anche sembrata più geometrica e rigorosa. 

Alla Paop. IV, 

a 

Questa Proposizione si dimostra ordinariamente, 
col supporre , che gli elementi delle tangenti AL , AM 
prossimi ad A si confondano cogli elementi degli archi 
corrispondenti , che comprendono V angolo sferico , e quin- 
di cbe quest' angolo sferico sia quanto quell' angolo retti- 
lineo , e perciò anche quanto 1' altro in cui inclinansi i 
piani de' cerchi ADB , A£B ; o pure è fondata sulla con- 
siderazione ,*che movendosi la semicirconferenza A£B in- 
torno all' asse AB , per descrivere la superfìcie sferica , il 
raggio 0£ perpendicolare ad AB descrive col suo estre- 
mo E r arco ED , e nel tempo stesso , che 1' arco £A , 
passando da questo silo nell' altro DA , constituisce coù 
rangole sferico EAD ^ la qual maniera di dimostrare, da 
noi qui indicata , può vedersi a disteso nella Trigonome- 
trìa Sferica del Delanibre. La nostra dimostrazione però 
ci sembra procedere più geometricamente , e mettere an- 
che , del pari cbe quella della Proposizione precedente, 
più uniforroilb tra il metodo di dimostrare in questi Ele- 
menti di Trigonometria , e quello Euclideo tenuto negli 
Elementi di Geometria. 
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Lll. 3. l8l> ]t O T B 

A QVELLE PftOPOCUIOnl DEL Cl?. II. , 

«BE MGCllDiKO LJL SATURE DEL TRIABCOLO SFERICO. 

Le considerasioni iotomo alla natura de’ triangoli sfe* 
rici a noi pare , che debbano premetterti a’ principii per 
la risoluzione de’ medesimi j poiché coà richiede 1’ ordine 
geometrico : ecco perchè non siamo d’ accordo con qual- 
che moderno analista , che , ne’ suoi Elementi di Trigo- 
nometria ha cercato , al contrario , di derivare le pro- 
prietè constituenti la natura del triangolo sferico da' prin- 
cipi per la risoluzione di esso. 

Alle Prop. X, XI e XII. 

Se i triangoli sferici si potessero sempre far coincide- 
re , come avviene ne’ rettilinei , quando o hanno i lati 
r un r altro uguali , o due lati e T angolo compreso sono 
rispettivamente nguali , ee. , starebbero bene le dimostra- 
zioni , che per queste proposizioni si danno ordinariamen- 
te , e che lo stesso Gagnoli ha anche adottate nella sua 
Trigonometria. Ma ciò non ha sempre luogo, comesi può 
rilevare da’ secondi casi delle nostre dimostrazioni, le quali 
SODO state però da noi fondate sulla corrispondenza di 
■a triangolo sferico con un angolo solido triedro. 

i J 

) 


■ ■ ■ 

, 1— ' 

j I ■■ "■ ■■ i 

• St'l itt’O'- "• : ' 

ìIdou ■ ‘ ' 


Digitized by Goog[e 


2f 0 T B 


t 8 i Lik. 4, 


AL LIBRO lY. 


Alla Prop. II. 

È p'iciulo ■ taluni, tra' quali il Dclumbre , di adottare 
per la verità enunciata in queata propoaizioce la seguente 
dimoatraaione. 

Sìa il triangolo sferico ABZ , e C il centro della afc-*^g Sa- 
ra cui ai appartiene. Nel punto Z aien tirate le tangenti 
ZP , ZQ agli archi ZA , ZB , e lino a'raggi CA, CD prodot- 
ti. Finalmente ai congiunga PQ. 

Il triangolo PZQ dari 

PQ' = ZP* + ZQ* — jZP.ZQ COS.PZQ • •§. 

= tang.'ZA-|-UDg.'ZB — a tang.ZA tang.ZUcoi.FZQ 
L' altro triangolo FCQ darà aimilmente 
PQ* = PC* + CQ* — aCP.CQ coa.PCQ 

= scc.‘ZA-|- sec.*ZB — a aec.ZA aec ZBooa.AD. 
poiché r arco AB é miaura dell’ angolo FCQ. 

Sottraèndo la prima di queste equaiìoni dalla secon- 
da , ti avrà 

0 = . . . tec.*ZA — tang.*ZA -f- aec.*ZB — tang.'ZB 

— laec.ZA aec.ZB coa.AB -|- a. tang.ZA tang.ZB cos.Z 
= i-f-i — 3 . aec.ZA aec.ZB COI. AB-(-ataDg. ZA tang.ZB cos.Z 
= I ~aec.ZA aec.ZB cos.AB tang.ZA tang.ZB cos.Z 

cioè , aec.ZA tee ZB coa.AB = tang.ZA tang.ZB coa.Z -|- 1 

E diridendo tutto per tee. ZA aec.ZB = 1 , ri- 

coa.ZAcos.ZB ’ 

aullerà 

coa.AB = ten.ZA aen.ZB coa.Z eoa. ZA cot.ZB 

o aia , esprimendo i lati del triangolo per a , b , c , e gli 
angoli ad etti opposti per A , B , C , sarà , per un lato a , 
coi.a = sen.i len.c cos.A cos.é cot.c 
eh' è la stessa formola del nostra teorema. 

Ma una tal dimostrazione non ci sembra nè più sem- 
plice , pel numero de' passaggi , e pe' priocipii di rida- 
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zioM de’ qoali «bbuogiu , ne' piU naturale di qndhi da 
noi KcaU. 

A' BUM. a , B 3 DEL CAS.5. DELLA PbOP.V. 


' Fatti i conveneroli riducimenti , e lottìtnaioni , risul- 
cos.i coj.C sen.B — coa.e eoa. B aen.C 


ttrk cot.a = 
C cot.A = 


aen./i aeu.B — seo.c.aeu.C 
COS.A cos.C aen.C — coa.ecoa.B aen.6 


aeu.ll.sen.A — aen.C aen.e 


Allo Scol. Geh. dopo lì Pkop. XVI. 

r 

Bignardo alla r^ola del Signor de Goa , riportata io 
Cne di qaealo Scolio, conviene iàr avvertire, che la ma- 
niera da noi tenuta , in eaibire la quarta parte di un tri- 
angolo sferico , ci ha evitato di star a considerare , co- 
me la il Gagnoli, i casi in cui la somma de' tre angoli non 
ecceda i 370* , o pur sia tra i 370* e 36 o*, o finalmente 
oltrepassi questo limite. 

Allb PaoPosizioNi IX , X , XI , E XII. 


Le ricerche della perpendicolare , e de* segmenti della 
hose , o pur di quelli dell' angolo al vertice , in un trian- 
golo sièrico , delle quali si è trattalo nelle suromentovate 
proposizioni , offrono un altro metodo di risolverlo , nel 
caso di Ire lati dati , o pur di Ire angoli , scindendolo in 
due triangoli sferiri rellaugoli ; il qual metodo , sebbene 
non a dirittura nel modo da noi tenuto , veniva , per la 
risoluzione de' triangoli sferici , in questi casi , ed anche 
negli altri di diversa combinazione delle Ire parti date , a- 
doperato un tempo esclusivamente da lutti i trigonnmetri, 
e Io è ancora da molti ; che però , e per l' intelligenza di 
qiie' luoghi ne' quali si potrà essu trovare adoperato , ed a 
scansar qualche equivoco , nel quale 1' uso di un tal meto- 
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io potrebbe di Ic)^ieri iadurre , abbiamo creduto coove- 
nieole di dire , al proposito di esso , qualche cosa nella 
presente nota. 

L' eleganu , ed esattezu maggiore possibile nella ri- 
•olutione de’ triangoli , ottenendosi in cercar sempre cia- 
scuna parte ignota direttamente dalle parti date , e sen- 
za implicarri alcuna di quelle che per mezzo di queste sia- 
si gib determinata , i facile accorgersi , nbe il metodo di 
cui or parliamo sia scerro di un tal requisito ; dovendoti 
passare alla determinazione delle parti ignote del triangolo , 
per mezzo di quella autiliaria della perpendicolare alla 
base , e de' segmenti di questa , o dell' angolo al vertice , 
senza cbe queste parti sieno richieste nel problema. 

Ma un altro .inconveniente , anche di maggior rilie- 
vo, poru seco questo metodo di risolvimento, quello, cioè, 
della determinazione del sito della perpendicolare , vale a 
dire te essa cada dentro o fuori del triangolo ; e ciò pri- 
ma che s’ intraprenda la determinazione de' segmenti sud- 
detti , estendo chiaro , che nel primo caso la base risulti 
dalla somma de' segmenti ue’ quali resta da quella perpen- 
dicolare divisa , nel secondo dalla loro differenza. £d in 
questo secondo caso conviene anche notare verso qual par- 
te del triangolo , cioè , verso qual de' due lati prendasi 
Tareo perpendicolare alla base. Imperocché è cliiaro , che 
cadendo l’arco perpendicolare AD* fuori del triangolo, eV>g.S3. 
producendolo lino ad incontrare un' altra volta 1' arco 
BC , base del triangolo , in d , compiendosi le semicircon- 
lèrenze dagli archi DA , DBC , un altro arco Ad supple- 
znento dell' arco AD , risulterebbe perpendicolare a BC dalla 
parte del lato AC. £ nel primo caso i segmenti delle ba- 
se sarebbero DB, DC'; quei dell'angolo verticale DAB , 

DAC : nell' altro caso i primi sarebbero rlB , dC ^ gli al- 
tri sfAB , dAC. 

Alla determinazione del sito della perpendicolare , ti 
è cercato da autori accreditali di ovviare con regole par- 
ticolari , le quali , a Cn di reuilcrie più distiule , ti tono 
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moltiplicate di numero , e piu equivoci sono da ei6 ri* 
sultati , oc' quali inavverteutemente sono caduti anche uo- 
mini distinlissimi , ed assai esercitali in calcolaaioni tri- 
gooomelriclie. 

Ecco un poco più distintamente le ragioni , che han- 
no latto cercare di evitar questo meato di risolvimento 
pe' triangoli sferici , escogiUodone uno indipendente dalla 
perpendicolare ; lo che per le parti cosi dette fmre dal Ne- 
pero, cioè i tre lati, o i Ire angoli , esegui anch* egli nel- 
le regole che diede a tal proposito ^ e per le parti mi- 
scclianee , che sono tutti gli altri casi di combinaaione 
di lati ed angoli , fu praticalo dalF Eulero , e ai vede da 
noi eseguito nella Prop. r. Lib. 111. , e nelle Regole 
neperiane, 

Ciè non ostante, per adempiere, alP oggetto di faci- 
litare a" giovani V iotelligenxa di quelle risoltuioni di tri- 
angoli sferici , ove essi troveranno adoprato questo metodo 
delia perpendicolare , stabiliremo qui due Regole per la de- 
tcrminaxìoDe del sito di questa. 

K m Q o L k I. 

JLe formale trigonometriche da adoperarti , nel caso 
di risolvimenio di un triangolo sferico , scindendolo in 
due , per meno della perpendicolare ad un loto , ti ron- 
struiscano come te la perpendicolare etsdette dentro , e chr 
ciascuno de* lati del triangolo fosse minore di 90® , e 
i6o.c/nscM/i angolo y per conseguensa^ acuto*, E quando oc- 
correrà adoperar tali formale in casi particolari , si ten- 
ga conto esatto de* segni delle linee trigonometriche che 
Jormano i dati del problema. 

La ragione di una tal regola è evidente. 
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Se gli angoli alla ha$e di un triangolo tferico sieno 
della netta tpecie , la perpendicolare cadrà dentro il tri- 
angolo-, e cadrà fuori te etti tieni di tpecie diverta. 

laperooebt sf vede, che eadeodo AD* el di dentro, e|^.38. 
dovendo eteere della Ha tpecie tì 1’ angolo in B , che quel- 
lo in C *, debluno quatti rùultar tra loto della ttetta tpe-*5.i68. 
eie . E cadendo al di fuori , riraltino della tietta tpecie gli 
angoli ABD , ACD ; e però delibeno etter di divetu gli 
altri ABC , ACB >. *5.i3o. 
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AL L I B R O TI. 

Alla Pkor. II. 

Le tre rette AB , BC , CD * da edetuni Heeettl- 
vamente per corde nelli semicirconrerenu, che li riiol deter- 
minare , potrebbero anche euerlo nel modo che ai vede in 
quetta'fi^ra, nel qoal caso CD in vece di esaer iupplemeato 
della fomma degli archi AB , BC , lo fosw della differen» 

de' medeaimi ; e peri CD , cioi-L y complemento di 
_L(AB — BC) , o aia di — ( • — ^ ; e quindi 

d ^ 

KD. 7 = COS.J- ( • -" ) 

a a 

1 1 aa a ® ® 

co». — a co» B + »eii. — » len. p • 

a 1 * * 

in dorè fatte le «tesse sosiiUuioui cke nHla Prop. it. f 
risulterà T cquaxioDc stessa , coi «e^oo solameoie cambia* 
to nell* ultimo tcrmioe , cio^ y 

** — { a’ ^■ ^* ) * “h “T ® 

4 ^ 

Al guai proposito conviene qu\ notare | else il Newton 
avendo recate al Problema in quistione diverse solurio- 
BÌ , per mostrare i modi diversi co' quali può pervenir- 
si allo scioglimento di un problema con T analisi algebrica, 
tra questi finalmente ne abbozza uno nel n^. xxvi. della 
Scio IV. Cap. I. , fino ad assegnare tutti gli elementi del- 
r analiai di esso , per pervenire alt' equazione , arrestan- 
dosi dopo ciò , col soggiiignerc ; Si qui» autem hoc modo 
computalionem aggrrsius fuerity U in terminoi alfchnuto» 
profmioret y quam suni ulti praccedentiunt incidete et ad 
finalem aequationtm aegrius rcducibilcs. 
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Or Giovanni CattiglioDi , nel ino dotto comenlo 
all' Aritmetica Universale del Newton , ptoieguendo quest’ 
analisi ad un tal problema , assegna 1' equasione ad eno , 
che risulta del sesto grado , e si scinde , com' ei ne dimostra, 
in due Csltori del terzo , clie sono per 1' appunto le equa- 
zioni a' due casi del problema da noi riportate. E va poi 
egli ricercando qual sia 1' uso di queU'altro fattore eoi ter- 
mine noto positivo , che indica appartenersi al caso del 
problema da noi più sopra considerato . Ma questa sua 
ricerca non riesce nè cosi facile , uè cosi diretta coma 
la nostra. 

Au.’ EqttAZIOHE nEI-Ll STESSA Faop. II. 

L* equazione da noi ottenuta 

*’ — o’-f- è'-|- c* ) jr — -L aie — o 

•4 4 

li è detto coirispoodere a quella del Newton ^ alla qua- 
le di fatti li ridurrà immaDiineute , le rìfleitasi che da 
noi li è dinotato per x il diametro , mentre nelle sola* 
aloni del Newton eiprimeva il raggio : che però le poa* 

gasi , nella nostra equazione, x = (/ dinotando il 

diametro ); con tal sostituzione essasi camhierk nell' altra 
y* — ( fl* -4“ Ò* + — aoòc = o 

identica alla Newtoniana 

Alla Paop. IV. 

Per accertarsi che V equazione 

4sen^^ — 3sen.f sen.3<^ =; o 
Cada , come si è detto * nel caso irreduttibile , bastereb- 
be il ragionamento c)ie si è fatto , dal quale si sono ri- 
levate per essa tre radici reali ; ma volendone anche una 
prova diretta , rendasi quella equazione omogenea ne' 
suoi termini , introducendo nel secondo e terzo di essa 
la r* per fattore, sicché diverrà 
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»tn.’ f — r* -j — — r* sen.3<p — o 

4 4 

che paragonata alla generale rquauone di terzo grado trat- 
tata od 5-394- AnaUù Algihrica EUm. , ti avrà 


^ = -f" 


q =-^r*«en.3<f 


e quindi 

p’ r* ^ % 1 

aT = ~64 ’ 4 =64’*“' 

le quali due ultime quantità liberate dd Ettore comu- 
ne < >■ ridurranno ad r* , e sen.* 3f. 

64 

Ed ò chiaro che. di eue la prima zia maggiore della 
seconda. 

Laonde il binomio risulterà in attesto ca- 

4 »7 

, - r ’*’ negativo ; e peri l' equazione proposta cadrà nd caso 

ALLa MittEsma Pnor. 


La ricerca algebrìco-trigonometrica else ha avuto 
luogo in questo Problensa , somministra un bd mezzo , 
ed assai utile , per la determinazione delle rodici delle e- 
quaxioni di terzo grado nel caso irreduUibile. 

Dinoti in lètti 

x’ — px + q = o M 

r equazione generale sopraddetta , in cui sia per ro>nse- 
guenza 4p’<>7 q’ *• Sarà una tale equazione della stes- 
sa forma e natura che quella risultata dal problema della 
trisezione angolare , cioi , 

sen.’f — r* sen.q -I — 7- r’ seo.3o = o . . . N 

4 ^ 

in cui ti à solamente introdotto il raggio generale r in vece 
dd raggio 1 delle Tavole , per renderla coù omogenea. 
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Piragsoaodo termioe a lermioe qneate Jne equaiiooi, 
. 3 r* r* 

lari * = «en.ip ^=—*«0.3^. 

E (oilitneDdo nella terza di queste equazioni il vaio* 

4 p 

re di r* = -r , preso dalla sesonda di esse , risolteii 


q = ~^p sen,3f 


c quindi 


aen. 3f = . 

P 


Un ul seno 1 ' è però per un raggio r ; che perciò 
volendo far uso delle Tavole per riuvenirlo , bisogne* 
rh dividerlo pel valore del raggio neli’ equazione propo* 

sta , che si è veduto essere a V -L p . ond’ è che si avih 


aen.3<r = ^ X 

^ >VÌ;s. 

Determinatosi , per mezzo della farmela precedeii* 
te , e con 1 ' uso delle Tavole il valore dell' arco 3 ^ , ai 
fàrh noto anche quello di ^ , e per conseguenza T altro 


di sen.f , ostia di — : che perciò, a fin di avere il va* 
lore di X da quello di sen.f, bisognerh moltiplicar questo 


di 


nuovo pel raggio delT equazione , cioè per 



Or le radici dell' equazione N ti è veduto essere 
sen.9 , scn.(6o*— 9) , — sen. ( 60" -J- 9 ) •. *5. 

Quindi quelle corrispondenti dell' equazione propo- 
sta M verranno dinotate da 


ten.9 X^Vy /» 


m— aen. (6o* — 9) XaVyl» 

» = —tea. (60° + 9) XaVxA* 
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Che perciò 4i vede eoo quel fecililò >i otlengano le radici 
della proposta equazione , non dipendendo la loro deter- 
minatione , che dalla facil ricerca del valore di len.f , e 


a 


dall' estrazione 


di radice quadrata da 


Se I’ ultimo termine q dell’ equazione M fosse stato 
negativo , i tre valori della x sarebbero restati gli 'stes- 
si , semplicemente scambiandosi tra loro. Imperocché in 
tal caso risulterebbe negativo il valore di sen.3^ ; on- 
d' é che tal seno debba corrispondere ad un arco di 
36. 180“ 3f * . Quindi ne' valori della x di sopra ottenu- 
ti conveirb sostituire , pel presente caso , 60° -{- <f in- 
vece di f ; dal che si rileverò , che il primo di etti ti 
teambii nel terzo , il secondo nel primo , e '1 terzo nel 
secondo 


E s B ss r I o. 
L'equazione proposta sia 


4o3 

■ 44' 


*4? ” 


Sarà , pel presente caso , p = ^ > e quiodi 


, 4>4 > 

7T.6.» 

V »3a3 


a E le tre radici della pro« 


posta eqoasioDe sartooo 


m = leoat 


i6ia 


V4 

= ten.(6o* — <p)^^ 
= — ten.( 60® + <f -i 


6ia 

3^ 

6ia 

3a3 
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Per ralatar le quali ecoone il calcolo per Detto 
delle Tavole 

log. 1613 = 3, 1073650 
comp. log. i3i3 = 6,87844°* . 

$onuna— o,o868o5i 

metà di tal som. =s 0,0439016 =; log- ^ che liccome ler- 

ci , ti è cbiama- 
to log. costante 
dal Gagnoli 


eomp.log. COSI . =: 913570974 

log. 4'4 = *,0'7o4o3 

comp.log.\oZ = 7 > 594 ^ 95 ° 

/oj.ien. 3 ^ =^^9682937 =log.sen.68'.33'.i8",6 

log.ten. f = 9,5891306 =loj.ien.ii*.5o'.46",3 

log.cost. = 0,0439036 

log.x = g, 63 io 33 i — 10^,0.4385714 

donde ti ha la prima radice 

log.ten.(6o®— f) z= 9,7810061 

log. coH. — 0,0439016 

log. X = 9,8339087 — log.0,6666666 

dal quale ti ha la teconda radice 

/oj.ten.(6o*+^)= 9,9^060 
log. cast. — 0,0419016 

(•) log. — X = 0,0395086 = log. — 1,095338 

che dk la terza radice. 

Ed ecco con quanta faciliti, e breviti insieme ti ot- 
tengono le radici dell* equazione proposta , Con quell' ap- 


(•) La forma log. »— x non serve ad indicar altro, 
se non che il valore della x corrispondente al logaritmo , 
elee prendersi negativamente , e non già che esso sia lo- 
garitmo di una quantità negativa. 
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proMÌmazione che zi vaole , dipeniiendo eli dille Tav». 
le che si adopriDo. 

II valor negativo della x , eh' è il terzo di sopra 
ottenuto , si vede pareggiar la somma degli altri due , 
come doveva essere , per la natura dell' equazione propo- 
sta mancante di secondo termine . 

Inoltre il secondo valore della x i rappresentato 


da una trazione periodica , che pareggia esattamente 


a 



ed il primo ridotto a fratto comnne diviene - , 

a, 333333 

che moltiplicato per 3 ne' due suoi termini , si riduce 
3 

* — , altro valore esatto della x. Quindi il terzo valore 


della X sarh 


> 

T 


3 ^ 

1 



con questi tre 


valori si polrli verificare I' equazione proposta. 

L* uso della Trigonometrìa in questo genere di ri- 
cerche, non si limita solamente al roso irreduuibiU delle 
equazioni di terzo grailo , ina in generale a queste ed a 
quelle di secondo , e dì quarta grado j ed a ricercare i 
limiti delle altre di grado superiore. Sul quale argomen- 
to , chi amasse instruirvisi , potrh con vantaggio ri- 
scontrare le ricerche fattevi dal dotto matematico italiano 
Antonio Gagnoli, nella sua Trigonometria grande , da 
noi pih volte con bea meritata lode citata. 


I 


Fin* DULB non. 
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DELLE 

FORMOLE TRIGONOMETRICHE 

SVILUPPATE NEL PRESENTE TRATTATO. 
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AlEncbè si potessero aver tutte sotto gli occhi le prin> 
cipali formole trigonometriche da noi sviluppate nel presente 
Trattato, tanto per l' intelligenza di que' luoghi di esso ove 
se ne ha bisogno , quanto per nuovi usi che occorra farne , 
a chi si eserciti in lavori trigonometrici , o in applicazioni 
de’ medesimi , abbiam creduto ben fatto di qui raccoglierle , 
distribuendole in diverse Tavole , secondo gli oggetti diversi eh' 
esse formole dinotano , o a’ quali sono destinate ; imitando in 
ciò fare il Gagnoli , nella sua Trigonometria Piana e Sfe- 
rica , con quella restrizione e limitazione , che per noi con- 
venivasi. 
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TATOLà I. 

db’ seghi beile likee tiugonometricbb , pee gli archi 
dell’ intera CIHCONFERENIA , E DEL VALORE DI ALCUNE DI 
ESSE PER ARCHI DETERMINATI. 


Indicando con ir il ^adrante , e con ® una parte di 
, della quale in , n dinotino il seno > e '1 coseno , sari 

I = +™ 


Pel seno 


Pel coseno 


(S-ai.) 


' sen. <p 
1 sen. (air — f) 

sen. (air+^) 
sen. ( jir — ip) 

cos. <p 
cos. (,{jr — f) 


I COS. (iff — (p) 
cos. (ar+f,) 

'tang.(f 

Per la tangente (J.aa.)| 

tang.fair — 
Ung.(4ir— 9 ) 


i =-' 


+ » 


! 


I sen. o®= o 
sen. ir =s -|- 1 
sen. a» = - 1 - o 
sen. 3 ir = — I 
sen. 4 ir = — o 


1 =+T 

ì =- = 

COS. o“ = I 

cos. ir = o 

cos.air = — I 
cos.3ir = — o 
cos.4ir =3 . 4 * I 


(5.37.) 


Ì sen. 30 ®= — = cos. 60" 

cos. 3 o®=— V 3 = sen. 60® 

a 


(5.36.) sen. 45®==— = COS. 45 ® 

Va 

(5.19.) tang. 45 °= 1 = cot.45® 
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TAVOLA II. 

Per le TnASFOHMA2IOM piu’ ovvie 
DELLE PRinaPALt LINEE TIUGONOMETRICHE. 

Ì V(i— co5-’^) (S-36) 

a scn.'/i (Ji Cos.'/j^ (S-43) 

^ ^1 ros (S-6o) 

son.(6o®^^) — sen.(6o*’ — $) (S-48) 

/ V(i — scn.’f) (S-3*’) 

Va.cos.’'/»^ — I (S'45) 

Per lo coseno jcos. ^ -|.ci>s.a^ ^ (5.6o) 

( cos.(6o“+f)+coj.(6o«— (f) (S-49) 


(cen.^ 


V(l— seii.'if) 

Y(i — ros. ’9) 


cos.lfi 

vc^ 


Perlalmig. jumg.^ = 


') 


1 >^cos. 
t— cos tiy 


Vr 


cos.a^ 


(5.»8) 


K5S.28 c 36) 


(S.53) 

i(S-60 


(5Go) 


l 


4-co5.ap 

taiig.(45» + '/, 9)-ln p ’lV’ j 


Per la colarig.jcot. ^ = 


cos. ^ 
I seii.fi 

I 


I 


(S'^8) 
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TAVOLA III. 


»97 


PeB X.E nuHCIMU LIREE TniGonOMEtKICRE 

dill’ akco Somma , o oiFFEiiEnzA oi due dati f 

B PER l’arco MDLTIPUCE DI UH DATO. 

» 


sen. ± 6 ) =s sen.^ cos .0 + sen.fl cos.^ 

cot. (f ± 4) = cos.^ cos.O sen.f sen.9 

(5-46) 

(5-48) 

“ ' 1 :p Uog.(f Ung.9 

(J.5a) 

t ± fang.9 COS.0 +KD.0 

Uag.(45®+0) = — = 5— = y 

° ' ' 1 . 4 . laog.O COS.0 .f. sen.O 

aS-5«-a8) 

1 i+scn .0 

ui.g.(45«±'/s0)= 

( 5 . 65 . II. « *) 

sen. es s.sen.f V(i — sen.'f) 

sen. 3À ca 3.sen.^ — 4 scn.’f 

sen. 4? i=( 4 -scn.f — 8 .Kn.’f)V(i — sen.’f^ 

|($-43) 

eoa. af = a.ros.’f — 1 

co*. 3^ = 4 'Coa.'f — S.cos.f 

cos. 4 f = é.cos.*^ — S.cos .’^ -{- 1 

|(S-45) 


ec. 


taog.af 


Uog. 


uog.4f 

€C. 


H.Ung.^ 

I — Ung.'i^ 

3.Ung.f — tang.’f 
I — 3.UDg.*f 

4.ti ng .i^ — 4.Ung.*f 

1 — 6.tADg.’f Ung.*f 
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TAYOLA IV. 


I- 

li. 

ni. 

IV. 


V. 


VI. 


VII. 


vni 

IX. 

X. 


XI. 


xu. 


xni. 

XIV. 


FoILHOLE CBE BISULTANO D4LLA COHBIKAZfOBE 
DELLE FMHE DUE DELLA TAVOLA rBECEDEBTE . 


sen.(ip-fej + Mn((f— 6) = 2 .sen.<f cos.9 
sen.(iS-f-*) — *vn.(^ — 6) = a.cos. (j> sen.fl 
cos.((f+6) 4- cos.(f— 6) = a.cos. (f co. fl 
co 5 .(if— 6) — coi.(^-)-6) = a.sco.(f MD.fl 



KD.# 

+ 

seo.jS 

$en.# 

— 

<en./3 

COS.ft 

+ 

cos.p 

co».j3 

— 

COS.# 

sen.# 

+ 

»cn.^ 

cos.» 

+ 

co» |3 

seti # 


sen.jS 

COS.# 

+ 

co(.j3 

spn.# 

+ 

scn p 

sen.# 

— 

teu.jS 



feti.# 

4 

len.^ 

Seti. 1 

(» 

+ /») 

seii.à. 

— 

sen.p 

sen. 

(• 

+ /9)i 


» 4- ^ ^ 

a.sen. co». 

a a 

» + |3 « — |8 

2 .C 0 S, «sen. ■ ■ 

'A 2 

# 4-/3 « — /3 


2.C09. < 


COS. - 


2 2 

* + ^ • — /3 

2.sen.»' - — s€p. — 



8 Pn.'/a(»-*-/ 3 ) ^ » -f“ 

CI». •A(»4-/3) ~ a / 

,en.-/.(»-^) » -JÌ 

co».'/a(»— /S) a J 


($.65) 


Ung.t/(»4/3) 
Ung.‘A(«— ^) 


CS-66) 


• 4* * + ^ 

a.seu. co». 


($67) 


co». ’A(«— <9) 
co». ■A(«4-/9) 
»en.%(«— 13) 


($. 6 «) 
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TAVOLA V. 


Foaiiou »n ix bisoluzione di un nuNGoto aernun» 


1 A , B , C dinolatio gli aogoU I 
a > i t c i lati ad cui opposti ) 

Pel TaiiHGOLO aamNcoLO ih A 


boa sen. B = a cos.C 
c — a sen. C = a cos.B 

b =z e tang. B = e cot.C 
c b Uog C i col. B 


) a- 74 ) 
1 (5-76) 


Le quali quattro rqnazioni contengano ciascuna due parti 
del triangolo proposto date , da determinare la terza ; e com- 
piono cosi tutt' i casi della risoluzione del triangolo rettangolo. 


PiL TaUNCOLO OBBLIQViHOOLO 

Ì .; » ./ . /(o-t-*— c) (fl+e— i) 

sen.'/,A = '/a 

« a /(i»+o— f) (A+c — a) 

>B = ■/> 1 

./r. . » l{c-^a—b) (c-l-j— a) 

seu.y.C = •/, 

Con le quali si determina ciascun angolo dai lati 

n. I tang.— — c=Ung._^Xj-;j^ (S. 8 t) 

Pel cui mezzo si perviene a determinare gli angoli alla ba- 
•e , dato r angolo verticale , ed i lati che lo comprendono. 

( b sen. A =3 a sen.B s 

ni. < c sen. A = a «en.C J (5-77) 

r e sen. B c= A sen.C J 

Ciascuna delle quali contenendo due angoli , ed i lati ad 
osi opposti, esibisce , per conseguenza , una di tali cose, date 
le altre tre . Su di che li osservi ciò che sta notato nello 
Scolio del Caso u. 5* 85. 
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TITOLA VI. 


Pu LA FEWKHDICOLARB , E Fe’ SEGMENTI DEL LiTO SO COI 
CEDE , O dell’ angolo DA QUESTO SOTTESO. 

I. Dati gli angoli A , C , e '1 lato b , wljacente ad cs« 
ai , sa cui cade la perpendicolare P , sari : 

_ bsen.A sen.C 


seu.U 


( 5 - 88 ) 

E , secondocLè la perpendicolare cada dentro del trian- 
golo , o pur fuori ( 

irrm 1 A ■■ ■ ^ 

(S.88) 


regni 1 b sen.( A — C ) 

Som. segm. I seu. b 


li. Dati i tre lati a , b , c , sarii , per la perpendico- 
lare sol lato b : 

P= ±yJ(b+c+a){b+c--a)ia+b-cXa-i-e—b) (J.go) 

£ per quelle su i lati n , c , basleri cambiar solamente 
nel coefficiente del radicale il ^ in a , o iu c. 

Pe’ segmenti del lato b , secondocbè la perpendicolare 
cada dentro , o fuori del triangolo , dovrà essere : 


j _ (c-t-a) (c— u) 
Som. tegm.\ b 


1 = (J 9 °) 

HI. Dati due lati a , c e I' angolo B compreso ) per ave- 
re i segmenti di un tal angolo prodotti dalla (lerpendicolare , 

. ® a . . I 1 • . _ r • 1 » «_ • I . _ __E . 


aecondoLhé questa cada deulro , o fuori del triangolo , sari ; 


tang.(d^ regm.) | ^ 

1.) J c + a ' 


tai>g.(rom. segm.') 

IV. Diviso per meizo l' angolo verticale C , e dati il 
lato ad esso opposto c , e gli angoli adjacenli A , B , volen- 
do i segmenti ai quel lato , dovrà essere : 

clang.>/,(A — B) „ 

ViJT. segm. s= . . 

Al contrario , divisa per metà la ba.se e , e congiunto un tal 
punto col vertice delr angolo opposto C , e dati C , a , bi 
per avere i segmenti dell' angolo verticale C , sari : 

Ung.'Ji{diff'. segm.) = tang.'A CX7 (S- 9 ^) 

P u 
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TAl'OLA TU. 


MI 


Formole fes i.k Kisouraiot»* m eie tuakgolo 
SFERICO RETrAHGOLO. 

f à. f dÌDOIa r «Dgolo reno , B , C gli .llrì due .ngoli , I 
ed a , i , e i lati ad eui rispettiraatente oppeaii. } 

Parti date. Pani erre. Formule per ottenerle 


b, e 


a 

B 


b, a 


C 

B 


coi.a s= 

COS.^COSa« 
tang 5 

(5.163) 

MDK.Ow 

Ung.Cs 

seu.c 

tang.e 

sen.^ 

|a«67) 

cos. e e=s 
CM.C = 
sen.B = 

cos. a 
cos. 6 
tang.i 

- (S-iW) 

tt 

taiiga 

— (■) 
scii.a 

(S..6.) 


Ed aiulogamente , se dati c , a , cercliiiisi b , B , C. 

b tea.b = sen.a sen. B (J.i6a) 


i,B I 


Ung .cs COS.B teng.a (5.,6Q 

cot.C =5 cot.a tang.B (5<i65} 

Analogamente se dati a , C , cerdiinsi e, b,B. 


c 

C 


b, c 


tang.a ■ 


e 

B 


tang.£ 
cos C 

tan^e= tang.C senA 
COS.B = len. C cos.^ 


Analogamente se dati e , B , cerchinsi a , b , C. 
{•) B detta rteua ipeeie di b ({.i68). 


(Ji 66 ) 
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SOS 

G)RTmDAziom della tavola peeceduite. 


Parti date Pani cere. FormoU per aUeaerte 


ni, B 


a 

e 

C 


Kn.a = 


«en.c = 


Mn.C 


«eo. b 
sea.B 
(ang. b 
Ung B 
co$ B 

cui. b 


(5.l6a) 

«•■67) 

($•> 64 ) 


Analogamente te i dati fossero c , C , e cercliinti a, b, B. 



cot.a c=> 
cot.c = 
cos.i = 


col. C 

Uug.B 

coa.C 

sen.B 

cos.B 

sen.C 


( 5 - * 65 ) 




Tutte le formole di questa Tavola tono facilmente trat- 
tabili per logaritmi ; ed esse possonsi anche elegante- 
mente comprendere nelle Kguenti formole logaritmiche 
esibite dal Peperò. 


(•) Caio dubbio ( V. Prop. ir. Lib. IV. cai. r. ) 
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TAYOLA Ylll. 

FoHMOLeNePERURB , PER LA r.I!>OLl'£IOrrE DI OR TRIARGOLO 
SFERICO RbTTARCOLO. 


log.^n.partt media estr.adjac. j 

^ ^ Isom cos.puHi cstr. opp. p’’ ^ ' 

Per l' intelligenza delle quali sogglugnererao ancura qui , che 
estendo sono le 

I n . I- \ cslr. adjac. c, e romp.a 

'""P B parte med.a j ^ 

eomp.C parte media \ “ 

' ^ ì estr. «pp. comp.U , e c 

,, . 1- ( estr. adjac. comp.B , e eomp.C 

II. comp.a parte media 7 . ' " , c 

F r I eslj.. opp. c , o 

Ì e parte media j ' * 

^ I estr. opp. eomp.C , comp.a 

r 

i parte media) ^ 

* ì estr. opp. eomp.a , comp.a 


eomp.C , e 
comp.B, comp.a 


AVVERTIMENTO. 


La ri$o 1 uzione di un Iriaogolo sferico rettiUtero ^ cioè che 
abbia un lato di 90°, si rtduirh alte forinole precedenti ^ riso!- 
vendo il supplemcnute del proposto , eh* è rettangolo ( 1^6. ) 

Similinenie il triangolo isoscele si risolverà scindendolo in due 
reilaugolì) per mezzo della perpendicolare alla base (5**7^)* ^ 
quella di un triangolo di cui un iato sia supplemento all' altro 
si ridurrà all' isoscele , in cui ciascun de' lati oguali sia per l'ap* 
punto l'un di nue* vicendevoli supplementi^ e l'angolo da que- 
sti compreso , il suppleiuento di quello che comprendono i lati 
suddruì del triangolo propostole però dipenderk anche dalle for^ 
noie esposte pel triangolo rettangolo ( J. 1^9 ). 
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Tàvola ix 


Foiuols àlgebricoe , pek i.*. msoiDzioni 

Dt UH TIUÀHGOLO SFEEICO OiBLIQUABGOLO. 


f A , B , C dinoUoo gli angoli ; a , i , c i lati ad cui 1 
( rispeuivameole oppoati. j 

J’ar/i date Parti cere. Formote per ottenerle 

coj a — cos 3 co5.c 


a,i,c 


b,e,K 




A coa.A = 

B coa.B c= 

C cos.C I 


A,B,C< 


a 

b 


cos.a 
coi.b = 
coa.c =3 


iea.b seii.e 
cos.i — cos.acos.c 

ieii.a seu.e 
COS.C — cos.i coa.a 
seu .6 sen.a 

cos. A 4 - cos.B cos.C 
seii.B sen.C 
cos.B 4 - COS.A cos.C 
sen A sen.C 
cos.C -f* cos.Bcos.A 
sen.B sen. A 


a- .53) 


(S‘57) 


cos.a c= cos.^cos.c-f-sen.^ sen.C COS.A (J.i 53 ) 

(i-i 55 ) 


B cot.B = col.é 7 — COS.C cot.A 

sen. A 

V. cot.Css cot.c ■ ■ ■ — cos.a cot.A 

sen. A 

A COS.A = cos.a sen.B sen.C — cos.B cos.C 
«... sen.C % 

ò cùt.òss cot.B ■ 4 . cot.a cos.C J 
sen. a ' 

_ sen.B _ 

e cot.c c= cot.C ' 4- cot.a cos.B 

sen. a 


KJ.158) 
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COXTINIAIIOKE DELLA TAVOLA PRECEDENTE. 
Par.datc Par.cerc. Formale per ottenerle. 

c 


ao5 


_ sen.Ilscn.c 
seu.C=' (S-i5a) 


M'Il.i 

La specie deir angolo è diiLbia ( 5 . 

A r B ^ cos.icos.C sen.ll — rtis.c cos.B sen.C /« 

T a cot.acB i „ ()• >74- 

sen.o seii.li — scii.f sen.C c, v.n.a) 

, cos.i cos.O sen.e — ros.c cos.B sen. h ,, , 

cot.A c= (S- '74- 

seii.D seii.B — scu.c seii.C. c.v. n.3) 

Ed analogamente se fossero dati li, c , C , c si cer- 
cassero B , a , A. 

sen.i sen.C 

sen.C = — (S.i5a) 

sen.B 

La specie del lato è dubbia ( §. i cas. vi.) 
cos //ros.c sen.C — ros e cos.B ,sen. i 


B.C, i. 


A cot.A= 


<i cot.a 


sen.i sen.B — sen.c sen.C 

ros.A cos C sen.n — ros.c cos.B sen.C 
bell. //sen.B — sen.c seii.C 


( §■ '74- 

cas. VI. ) 


Analogamente se i dati fossero B , C , c , c si cer- 
cassero ò f A f a. 


I 


I 

1 
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TAVOLA X. 

FoHMOLE logaritmiche , O ^EFERIA^E PER LA RISOLUZIOHS 
be' triangoli SfERIU OBBLIQU ANGOLI. 


p. d. p.C. 


Formale per ottenerle 


S A , a-^-b — e a-Uc — J 

A a.icgf.scn — =/og.seii. l-fcg.sen. — J-a.fcg./f 

— log,ien.b — log.sen.c 

^ I È facile, dalla forinola prec., rilevar quelfe j)cr B , C. 

! a A+B+CCJ n+C_A , , „ 

a ^.log.sea.~—log.~-cos. ^ +<r^.cos ^ |-a.&:^.A 

— /o^.scn.B — - lof*. sen.C 

Al ® 

^ I Le formolo peri, csi rileveranno facilmente dalla prec. 

f „ 1 , B+C b — c b + c 

IBI /c^.Ung. =/og'.cot.-— -f /cg.cos. Ing.cos . — 

A,b,el „ ) , B — C A , b~c b + c 

] 4 =%.cot |-%.sen log.svn. 

■ / ^ ^ ^ 2 
^ a si detenuinera per mezzo della forinola del Gas. ii. 

( / ) /, I à c ** 1 I ® ^ t B-|-C 

LAI A^atang.- =/cgf,taing. [-/og.cos.— > — l(^.co$„ ^ 

Il a a a " a 

M, c/ l , , l>-c , . a , , B-C , B+C 

\ c J % lang. — - — =log.Uag.—^lug.scn.~-- /ly.scn.' ^ - 

\ A si determinerà per mezzo della formola del Cas. i. 

Le formolo logaritmiche, ne’ casi di due lati dall , e l’angolo 
opposto all’ un di essi, o al contrario di due angoli dati, e ’l lato 
opposto all’ un di essi , per delenninarc I’ altro lato , o I’ altro 
angtdo opposto all' angolo, o iato dato, si deducono facilmente da 
quelle algebriche riportate nella Tav. prec. ; ed il terzo lato , e 
terzo angolo si determineranno per mezzo di una delle due for. 
mole logaritmiche in ciascun de’ due ultimi casi precedenti , pren- 
dendo per ignote in esse col , e tang. _f.. 


è tempre qoanliU positiva (5. 199). 
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TITOLA XI. 

Formole per la perpendicolare , pe’ segmenti del lato 

su CUI CADE , E PER QUELLI DELL’ ANGOLO OPPOSTO AD ESSO , 
re’ triangoli SFERIU. 

P (linola la pcrpeudicolnre , f la semisomma de' lati di nn 
triangolo sferico, J la scmisomina degli angidi ; A , S la se> 
midlfi'creiiza , e Ig semisomma de’segmeiili del lato su cui ca- 
de la perpendicolare ; A' , S' la seiiiidiircrenza , e la semi- 
somma de' segmenti dell’ angolo opposto a quel lato. 


Dati 


Perpendicolare , e Segmenti 


1 


a,i,ci 


aVsen.j sen.fr — aWn.fr — 4Wn fr — c) 

[ sen.Psi i 1 - — i ^(S.aio-ali) 

£ camliiaiido I' a in i , o in c nel 
denominatdTc, si aerila jwrpendi- 
colai'e sul lato o c. 

■ • Ò-^C 

1^, o i = tane. tang. — cot.fl ( 5 . ai a). 

Secondocliè la jicrpendicolare ca- 
da dentro , o fuori il triangolo. 

(*)[ — <:'>*■<.'’ cos.f.S_C)cos.(J— BXos.fJ — A) 

^ 

E quelle SU i lati b j c st avrauDO 
camLUudo sva.A in sen.D y o in sen.C 

, B-fC B — C A 

A,B,C — ^ tang.— _ (S »'7) 

Da adoperarsi se cada la perpendi- 
colare dentro del triangolo. 

B-l-C B — C A 
cot.2 =tang. — - — tang. col. — (S-ai?) 

Da adoperarsi se cada fuori. 


(') — eos.tf risulta sempre positivo ( j. 199 ). 
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TAVOLA XII. 


FoHMOLE per tA BETERMI.VAZIOSE DELLA SUPERFICIE , 

E DEL PERIMETRO DI L'» TRIASCOLO SFERICO. 

Dati Supctficic 

A,B,c|(.\+B+C— i8o”)XA (S-aig) 

Ì A-4-B-1-C (•) V'cn.jsm {s — a)«en.(j — 4)sen.(T — c) 

co* — 

a a cos.'/i a cos. /it>cos.‘/a c v-' ' 

Ore A rappresenta la semisumma de' 
lati. E la determinazione della sujaer- 
^ ficie del triangolo sièrico in questo 
secondo si ridurrà al precedente 


Perimetro 




A,B,C/scn 


a-f-i4-c V— cos. A cos,(.?— B)cos.(J— C) 
a a sen. '/a A seii. '7^ B seu.'/j C 

()v»r S rappresenta lasemisotnma de- 
gli angoli i e però — cos. A è positivo 

CS- 'a:))- 


<s.aj3) 


(’) S- '59- 
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DE- 


LIBRO 1. 
Cip. I. 
Cip. II. 
Cip. III. 


CiP. IV. 


CiP. V. 


LIBRO li. • 

Càp. I 
Ctp. II. 


Cip. III. 


CiP. IV. 


LIBRO DI. 
CiP. I. 

CiP. II. 

LIBRO IV. 
Cip. 1. 


IN l CE 

LIBRI, E DE'CAPITOLI. 


PACLTMIIfAmS Atti TftTOOIfOMCTMA pa^. 

Delle quantità* cjacolaai » e del loeo 

CALCOLO. 

Della dìifiiione della circonjerefua > r 
della misura degli angoli. 

Delia natura delle quantità circolari^ e 
del loro rapporto. 

De* segni che appartengono alle linee 
trigonomririche^ ne*quattro diversi qua» 
dranti dtl circolo ; e de* valori che 
eue hanno negli estremi di questi. 

Del Canone Trigonometrico , e della 
maniera di costruirlo , col messo del- 
la Geomrtria Elementare. 

Furmolc circolari , che dedunconsi dal» 
le Prop, VII , nix , e da* loro Co- 
rd Li rj. 

P*mcm DI Trxconohetria lleTTiLmEA. 

I Jntrodu si one. 

Principi per la risolusione de* triangoli 

AppLcaxione de principi stabiliti nel pre- 
cedente Capìtolo aW tjfeuiva risolusi'o- 
ne de* triangoli. 

Della muniera di determinare i seg- 
menti della base , e la perpendicola- 

I re , ne* diversi casi ai risolvimento 

I prop.fSti nel precedente Capitolo pr' 
triangoli obbliquangoli j e di alcune 
altre ricerche analoghe. 

Di alcuni atiri casi in cui le tre parti 
datr.f per la risoluzione di un triango- 
lo , sono diversamente combinate. 

De* TmAncoLi >ri rici. 

Definizioni , e lioiìoni preliminad. 

Della natura , e dille proprietà de* tri- 
angoli Mfvrici. 

PR1^C1PJ DI TaICOKOMETIII A SPFBICA. 

Principi per la risoluzione di' 

triangoli sferici. 


IX 

1 

ivi 

7 


IO 


34 

39 

ivi 

4 i 


49 


55 


6s 

7 *. 

IM 


79 


»9 


ivi 
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310 
Cip, ir 


Cap. 

III. 

Cap, 

IV. 

Cap. V. 

Cap. 

VI 

Cir 

vn 

Cap^ 

vili. 

LIBRO V 

LIBRO VI 


NOTE 

TAVOLE 


Riduùone delle formale precedenti » nel 
caso che il triangolo sferico abbia 
un angolo retto. 

Applicatone de principi stahiUti ne* due 
precedenti Capitoli alt effettiva risola^ 
sione de* triangoli sferici. 

Di alcuni triangoli forici la cui risola* 
sione dipende da quella de* piangoli 
sferici rettangoli. 

Ricerche geometriche intorno a* casi dub* 
bj nelia risoluiione de' triangoli sfe* 
rici. 

Regole fieperiane , c loro uso vaniaggio* 
so nella risolutone de' triangoli sferici. 

Della valutatone della perpendicolare^ 
t de' segmenti della bascy ne' triangoli 
sferici. 

Della misura della tuperficiCy e del pe* 
rimeiro di un triangolo sferico. 

Uso DELLE FoKMOLE TRIGONOMETRICHE 
NELLA SOLUZIONE DI TALUNI PROBLEMI 
GEOMETRICI . 

Dell' uso che può* farsi delle formo- 

LE TRIGONOMETRICHK NELLA SOLUZIONE 
ALGEBRICA DI TALUNI PROBLEMI y CHE 
DEBBONO POI ESSER GEOMETRICAMENTE 
COSTRUITI, 

DELLE PORMOLE TbicoNOMETRICOR SVILUPPA* 
TE NEL PRES ENTE TRATTATO. 



98 

LQ2 

III 

ui 

LXl 

i 3 fi 

143 

l5i 

161 

173 

193 


Digilized by Google 


ERRATA 


XZYl 

4 

i6 

>8 

33 

36 


38 


36 

44 

45 

f 

49 

76 


13 

33 

6 

34 
3o 

J 

’4 

1 • 

3 

>4 

11 

34 

18 

>4 

18 

'9' 

3' 

3 

6 


dal 
irxogeMinot 
CRn 
iomma 
HD, HF 
di questo 
AAxAR 
quello 

± “••(?+«) 

ridotte 

li ridutrauno 


GA-f-AB 
in B 

•esstcnime 

a?- 


torrcgg. 


del 

trxagetimas 

Crn 

iomma de' quadrati 
HD , HE , HF 
di questo arco Ad 

baxar 

quella 

— 

■ + COI.(<p-j-«) 

Ung. (<)>—«) 
risolute 
daranno luogo 


CA+AB 
in A 

trecentotessanteiimo 

J!g. 33. 

AeB . AEB 


77 

351 

DEA 

BOA 

oa 

• 4 ‘ 

Si cancelli la eitat. 

S-i3i. 

87 

31 

AG 

AC 

io5 

4 

Il lato BC 

Il Iato AC 

107 

»4 

j 161 

J. 160 

108 

3 

AB , AC 

AC, AB 

109 

1 

cot.G 

cot.C * 


a 4 

ab 

AC 

no 

1 

w 

W 

116 

3a 

colla 

nella 

ii3 

33 

AB [a] 

ABfel , 


3$ e 36 

Innanti a due ri^ manca IU*| 

114 

‘7 

tptrllo 

furila ^ 

iati 

9 

13 

li logaritmo 
a 

li doppio logaritmo 
c 


38 

■/a 

■/s 

>38 

5 

5.6t 

/ 64. 

164 


La fig. corrùp, i So 


166 

18 

irridiicibilt 

irredattibile 


Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 


Digitized by Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 




.Digìtized by Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 


Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 






